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Resumen

Las medidas provenientes de la Teoria de la Informaciéon evaluadas en una
distribucion de probabilidades adecuada son una herramienta muy potente para
caracterizar la complejidad de un sistema dindmico. En particular se estudia
la Entropia Informacional de Shannon evaluada en la Funcién de Distribucion
de Bandt y Pompe: la Entropia de Permutaciéon. Esta medida es de cémputo
rapido, no requiere pre-procesamiento de la sefial, contiene informaciéon de la
estructura de autocorrelaciones de la serie de tiempo y se basa sobre un supuesto
de estacionariedad muy débil.

La Entropia de Permutacion ha sido ampliamente utilizada en aplicaciones de
Ingenieria. Sin embrago, hasta el momento el estudio de las propiedades estadisticas
de su estimacion ha sido poco desarrollado, relegando su utilizacion a estudios
descriptivos de los sistemas dinamicos bajo estudio.

En esta Tesis, en una primera instancia se hace un estudio exhaustivo de la
Funciéon de Distribucién de Bandt Pompe y las distintas metodologias utilizadas
para calcularla. Luego se estudian las medidas de complejidad evaluadas en esta
distribucion y su comportamiento, y se resuelven problematicas particulares: la
aplicacion de la Entropia de Permutacion a series de tiempo con valores repetidos y
la influencia de la distribuciéon marginal de los datos en la estimacion de la misma.

Finalmente esta Tesis propone una metodologia estadistica computacional,
el bootstrap paramétrico, para obtener una aproximacion de la distribuciéon del
estimador de la Entropia de Permutacién y de esta manera poder hacer inferencia
con esta medida de complejidad. Esto permite la construccion de un test estadistico
que puede detectar cambios en la dindmica de un proceso mediante la Entropia de
Permutacion. Se hace un estudio final acerca de la influencia del ruido observacional
en la estimacion de la Entropia de Permutaciéon mediante el uso de los tests

estadisticos propuestos.



Abstract

The measures coming from the Theory of the Information evaluated in a suitable
distribution of probabilities are a very powerful tool to characterize the complexity of
a dynamic system. This Thesis studies Shannon’s Informational Entropy evaluated
in the Distribution Function of Bandt and Pompe: The Permutation Entropy. The
computation of this measure is fast, does not require signal pre-processing, contains
information on the structure of autocorrelations of the time series and is based on
a very weak assumption of stationarity.

Permutation Entropy has been widely used in Engineering applications. However,
up to now the study of the statistical properties of its estimation has been little
developed, relegating its use to descriptive studies of the dynamic systems under
study.

In a first instance an exhaustive study of the of Bandt & Pompe Distribution
Function and the different methodologies used to calculate it, is made. Then other
complexity measures evaluated in this distribution and their behavior are studied,
and particular problems are solved: the application of the Permutation Entropy to
time series with repeated values and the influence of the marginal distribution of
the data in its estimation. Finally, this Thesis proposes a computational statistical
methodology, the textit parametric bootstrap, to obtain an approximation of the
distribution of the Permutation Entropy estimator and in this way to be able to
make inference with this measure of complexity. This allows the construction of a
statistical test that can detect changes in the dynamics of a process through the
Permutation Entropy. A final study is made about the influence of observational

noise in the estimation of Permutation Entropy using the proposed statistical tests.
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Capitulo 1

Introduccion General

1.1. Introduccion

El estudio de los sistemas dindmicos ha sido un area de continuo crecimiento

en los ultimos 50 anos. El avance en este campo hizo que cientificos en todas las
disciplinas muestren interés en las técnicas analiticas y cualitativas desarrolladas en
el mismo y las han implementado exitosamente para la resolucion de problemas no
lineales en areas tan diversas como la Fisica, la Quimica y la Bioquimica, Economia,
Medicina, Ecologia y lo mas importante, en lo a que a esta Tesis se refiere, en las
distintas ramas de la Ingenieria.
La representacion mas comin de los datos provenientes de un sistema dinamico
es en forma de series temporales, y la manera de obtener estos datos se ha ido
transformando desde las series de tiempo clasicas que consisten en unos pocos
valores (de cientos a pocos miles de datos) tomados con gran cuidado, a datos
generados automaticamente que consisten en millones de datos que generalmente
no son chequeados en el momento y requieren un pre-procesamiento que puede ser
complicado y que varia segtin el investigador.

Pero ;qué es un sistema dindmico? En definitiva, un sistema dinamico consiste
en un espacio de estados (o de fases) y una regla matemética describiendo la
evolucion en el tiempo de cualquier punto en dicho espacio. El estado de un sistema

es un conjunto de variables que son consideradas importantes en relaciéon al sistema
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y el espacio de estados es el conjunto de todos los posibles valores que pueden tomar
estas variables. Como la mayoria de los datos observados en la naturaleza vienen
en forma de series de tiempo, se estudian las mismas como una trayectoria dentro
del espacio de estados si es que la variable estudiada representa de alguna manera
algtin aspecto importante del sistema bajo estudio. A partir de estas trayectorias
(series de tiempo) se intenta reconstruir el espacio de estados para caracterizar el
sistema dinamico, que puede ser algo tan simple como una masa suspendida en
un resorte o tan complejo como el cerebro humano. Es por esto que un aspecto
importante de esta caracterizacion es determinar la complejidad de dicho sistema

dindmico.

En otro contexto, a mediados del siglo pasado Claude E. Shannon se pregun-
taba si habia alguna manera de medir la cantidad de informacién “producida”
por un proceso y transmitida mediante un canal de comunicacion, en un trabajo
que daria comienzo a lo que se llamaria la Teorfa de la Informacién (Shannon
[2001]). Proponia pensar en un proceso que genera n simbolos posibles que seran
enviados por dicho canal con probabilidades pq, po, ..., p, respectivamente. Dichas
probabilidades son conocidas pero es lo inico que se conoce con respecto al simbolo

que sera enviado. ; Habra alguna medida global de incertidumbre, en relacién a la

transmision de simbolos, que caracterice al canal de comunicacion?

En este trabajo, Shannon llega a la conclusién de que si existe tal medida

H(p1,p2,-..,pn) deberia tener las siguientes propiedades:
= H debe se continua en los p;

= Sitodos los p; son iguales, p; = 1/n, entonces H debe se una funcién monétona
creciente en funcion de n, ya que con mas simbolos equiprobables habra maés

opciones, o lo que es lo mismo, mas incertidumbre.

= Si se divide una opcioén entre dos opciones sucesivas, la H original debe ser

la suma de los valores individuales de las H.
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y demuestra que la tnica funciéon H que cumple con estas tres propiedades es

la siguiente:

H = —K) plogp

En ese mismo articulo admite que la forma de H puede ser reconocida en
ciertas formulaciones de mecanica estadistica como entropia, donde cada p; es la
probabilidad de que un sistema se encuentre en la celda 7 de su estado de fases:
citando textualmente “H is then, for example, the H in Boltzmann’s famous H
theorem” (Shannon [2001]). De esta manera llama a su medida de incertidumbre
como “Entropia”, simplemente por su similitud al funcional proveniente de la
Teoria de la Mecanica Estadistica, que luego se conoceria como la Entropia de

Informacién de Shannon.

Debido al rapido desarrollo que tuvo la Teoria de la Informacién, se intenté co-
nectar la Entropia de Informacion de Shannon con la entropia termodinamica, pero
recién 10 anos después Edwin T. Jaynes es quien reformula la Mecanica Estadistica
sobre la base de la Teorfa de la Informacién (Jaynes [1957a,b]). Sin embargo, esta
metodologia no siempre genera la funciéon de distribucién adecuada para caracte-

rizar el sistema, dejando la puerta abierta a futuras investigaciones (Frieden [1990]).

Paralelamente, los trabajos de A.N Kolmogorov y J.G Sinai formalizaron el uso
de la Teoria de Informacién para el estudio de sistemas dinamicos, representados
como series de tiempo, que mostraron ser muy ttiles para la caracterizacion de los

mismos (Kolmogorov [1958]; Sinai [1959a,b]).

Mucho tiempo después, a principios de este siglo, Bandt y Pompe proponen una
medida de complejidad vinculada a la Entropia Informacional de Shannon para el
estudio de sistemas dinamicos que dieron en llamar la Entropia de Permutacion
(Bandt and Pompe [2002]). La metodologia propuesta consiste en reemplazar los

valores de la serie de tiempo por una secuencia de simbolos (m;) cuyos valores
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pertenecen a un conjunto de cardinalidad finita (o alfabeto) que de alguna manera
preservan la autocorrelacién existente entre los valores de la serie original. De esta
simbolizacién se estima la distribucién de probabilidades p(m;), llamada la Funcién
de Distribucién de Probabilidades de Bandt y Pompe, y se le calcula la Entropia
Informacional de Shannon que da lugar a la Entropia de Permutacion.

Esta medida es de computo rapido, no requiere pre-procesamiento de la senal
y se basa sobre un supuesto de estacionariedad muy débil. Ha sido ampliamente
utilizada en dindmicas no lineales (De Micco et al. [2008]; Keller and Sinn [2005];
Masoller and Rosso [2011]; Rosso et al. [2010a]), y en menor medida en procesos
estocdsticos (Rosso et al. [2007a]; Sinn and Keller [2011]; Zunino et al. [2008a]).
También ha tenido un gran impacto en distintas areas de las ciencias aplicadas y la
ingenieria tan variadas como Ingenieria Mecanica (Redelico et al. [2017b]; Yan et al.
[2012]), Epilepsia (Olofsen et al. [2008]; Redelico et al. [2017a]), Anestesia (Jordan
et al. [2008]), Cardiologia (Frank et al. [2006]; Parlitz et al. [2012]), Finanzas
(Matilla-Garcia and Marin [2009]) y Cambio Climatico (Carpi et al. [2013]), entre
otras. Desde su publicacién y hasta el final del 2017, este trabajo de Bandt y
Pompe ha sido citado en 1617 articulos (ver Cuadro 4.1), de acuerdo a la base
de datos bibliografica de Scopus, y la evolucién de las citas parece indicar que su
impacto seguira creciendo.

Por todo lo expuesto, resulta de interés cientifico el estudio en profundidad de
la Entropia de Permutacion, y de las distintas medidas de complejidad asociadas a

la Funcién de Distribucién de Probabilidades presentada por Bandt y Pompe.

1.2. Objetivo de esta Tesis

Cuando el cédlculo de la Entropia de Permutacion proviene de una serie de
tiempo, que puede ser vista como una realizacién de un proceso generador de
datos (sistema dindmico), este valor resulta ser una estimacién de la Entropia de
Permutaciéon verdadera de dicho sistema. Si bien este estimador se ha usado con

éxito de manera descriptiva en la caracterizacién de sistemas dinamicos, no se ha
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Cuadro 1.1 Numero de articulos con referato donde la Entropia de Permutacion ha
sido utilizada de acuerdo a la base de datos bibliografica de Scopus.

Area de estudio Cantidad de articulos publicados
Fisica y Astronomia 370
Ingenieria 295
Ciencia de los Materiales 71
Matemaética 280
Ciencias de la Computacion 207
Medicina 133
Neurociencia 62
Bioquimica 50
Quimica 36
Otros 113

encontrado en la bibliografia cientifica un estudio sobre sus propiedades estadisticas
que permita hacer inferencia sobre la verdadera Entropia de Permutacion del
proceso generador de datos, quizas debido a que una derivacién analitica de la
performance estadistica del estimador (si fuera de hecho posible) se ve dificultada
por lo complicado del funcional H y por la estructura propia de la Funcién de
Distribucién de Probabilidades de Bandt y Pompe.

Por lo tanto, el objetivo de esta Tesis es formular un test de hipdtesis para la
Entropia de Permutacion, que se logra mediante un método computacional: el

bootstrap paramétrico.

1.3. Sinopsis

El desarrollo de esta Tesis refleja el trabajo realizado durante estos anos para
lograr el objetivo antes mencionado, y el orden de los Capitulos sigue de alguna

manera el progreso en el cual se fueron realizando los distintos estudios:

= En el Capitulo 2 se estudian las distintas metodologias para transformar una
serie de tiempo a valores reales en una secuencia de simbolos pertenecientes

a un alfabeto finito, que cumplan con lo propuesto por Bandt y Pompe, y a
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partir de ellos se construye la Funcion de Distribucién de Probabilidades de
Bandt y Pompe (FDP de BP) y se presenta a la Entropia de Permutacion como
la Entropia Informacional de Shannon aplicada a esta distribucién. Luego
se presentan diferentes funcionales de la entropia que han sido utilizados
en la literatura, evaluados en la FDP de BP y se compara la capacidad
de discriminacion de estas distintas entropias para detectar cambios en

las dindmicas subyacentes provenientes de senales de electroencefalogramas

(EEG).

= En el Capitulo 3 se presentan otros funcionales evaluados en la FDP de BP,
como la Medida de Complejidad Estadistica y la Medida de Informacion de
Fisher. Son medidas desarrolladas como complementarias a la Entropia de
Permutacion que procuran dar una percepcion mas completa de la complejidad
propia de un sistema y se estudian en una aplicaciéon para el estudio de

maquinas rotativas.

= Al ser importante la Funcién de Distribucién de Probabilidades que describe
un proceso, en el Capitulo 4 se compara la Entropia de Permutacion con
la Entropia de Amplitud, es decir la entropia evaluada en la funcién de

distribucion marginal de los datos, estimada mediante el histograma.

= En el Capitulo 5 se estudian las diversas metodologias existentes para estimar
la Entropia de Permutacion en series de tiempo cuyos datos son medidos con
baja resolucién, y se presenta una nueva metodologia como posible solucion,
que pareciera superar en rendimiento a las ya existentes. Se comparan todas
estas metodologias estudiando distintos procesos cadticos y las expansion

decimal de ntimeros irracionales muy conocidos como 7, e v /2.

= Una vez que se ha estudiado en profundidad las propiedades descriptivas de la
Entropia de Permutacién, en el Capitulo 6 se propone un método estadistico
computacional, el bootstrap, que puede estimar de manera muy eficiente el
sesgo vy la varianza del estimador de la Entropia de Permutacion permitiendo

de esta manera desarrollar intervalos de confianza y tests estadisticos que
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involucren a cualquier cuantificador que utilice como argumento la Funciéon de
Distribucién de Probabilidades de Bandt y Pompe. Este método estadistico
es novedoso ya que no utiliza un remuestreo como en las metodologias
tradicionales de bootstrap no paramétrico para series de tiempo que tienen
serias dificultades para mantener la autocorrelacion dentro de la serie, sino

que es un bootstrap paramétrico especialmente disenado para la FDP de BP.

= Como los ruidos observacionales son propios de los datos de series de tiempos
extraidos de un proceso mediante un instrumento de medicion, en el Capitulo
7 se estudia la influencia de los ruidos observacionales en la estimacion
de la Entropia de Permutacién utilizando las herramientas inferenciales

desarrolladas en el Capitulo anterior.

= Finalmente se destina el Capitulo 8 a las discusiones generales surgidas de
esta Tesis y a las posibles lineas de investigacion a seguir en el futuro, de

acuerdo a los resultados obtenidos.



Capitulo 2

Entropia de Permutacién: La

entropia segun la Funcién de
Distribucién de Probabilidades de

Bandt y Pompe

2.1. Introducciéon

La distribucion de probabilidades utilizada para caracterizar un sistema es una
eleccion sumamente importante para el estudio de dicho sistema. En este Capitulo
se presenta la Funcion de Distribucion de Probabilidades propuesta por Bandt y
Pompe (FDP de BP) y su utilizacién como argumento en la Entropia Informacional
de Shannon para dar lugar a la Entropia de Permutacion. También se presentan
otros funcionales de la entropia (extensiones de la entropia de Shannon) evaluados
en la FDP de BP que han sido utilizados en la literatura para caracterizar sistemas
dindmicos, como asi también una aplicacién en datos de EEG para comparar los
funcionamientos de las distintas entropias.

Pero antes de presentar la Funcién de Distribucion de Probabilidades propuesta
por Bandt y Pompe es necesario estudiar como se propone transformar una serie

de tiempo proveniente de un proceso generador de datos continuos a una secuencia
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de simbolos pertenecientes a un conjunto finito mediante la cual se construira la

Funcién de Distribucién de Probabilidad (FDP) deseada.

2.2. La simbolizacién propuesta por Bandt y
Pompe

Sea una {x;}4er una posible realizaciéon en forma de una serie tiempo de un

proceso generador de datos {&X;}icr a valores reales de largo T, asumiendo en un
principio P(X, = X;) =0V r # s.
Como & es una variable aleatoria continua, cada x; tiene infinitos valores posibles
dentro de un rango, y es de practica comin reemplazar la serie original por una
secuencia de simbolos (o estados) {m; ¢ = 1...N} finitos y calcular la FDP
de esta secuencia {m;},.;» (Bandt and Pompe [2002]). Al conjunto de simbolos
S = {m,ms,...7n} se lo denomina un alfabeto.

Sea Xt(m) = (T4, Tya1y o Tppmo1) con 0 < t < T —m+1 el vector de embedding
de largo m en la ubicacién ¢ de la serie de tiempo {z;}ier, donde a m se la
denominara la dimension de embedding.

Sea S,,>2 el conjunto formado por todas las posibles permutaciones de orden
m del conjunto J = {4y, ..., 4, } donde i; # i;Vj # k.

Entonces si m; € S,,, es de la forma m; = i; ...4, para cualquier permutacién
de los elementos de J. De esta manera S,, = {m,..., T} es un alfabeto, la
cardinalidad de S, es m! y se llamara al elemento 7; un simbolo en el alfabeto .S,,.

Se desea hacer un mapeo entre los infinitos posibles vectores de embedding Xt(m)
a un grupo finito de simbolos pertenecientes al alfabeto .S,,.

Este mapeo debe ser definido de una manera que preserve la relacién relevante
deseada entre los elementos z; € Xt(m) (un patrén, en el sentido de una estructura
ordinal, definido de antemano), y todos los t € T que compartan este patrén deben

ser mapeados univocamente al mismo simbolo 7; € .S,,. Es decir, el procedimiento

consta en convertir los patrones de los vectores de embeddig en simbolos de un
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alfabeto finito, donde todos los vectores que compartan el mismo patrén, seran
mapeados al mismo simbolo. En definitiva es un mapeo de patrones a simbolos.
En la literatura que abarca la Entropia de Permutacién hemos encontrado dos

maneras de definir este mapeo de patrones a simbolos:

1. Permutando los rangos: ordenando los rangos (definidos segun la Ecuacion

2.1) de los z; en Xt(m) en orden cronolégico (ver Figura 2.1).

2. Permutando los indices cronolégicos: ordenando los indices i en z; €

xm (ver Figura 2.2).

2.2.1. Permutando los rangos: Mapeo segiin Rangos

. . m
Para un ¢ dado arbitrariamente, a los m valores reales Xt( ) — (T4, Tog1s oy Tprm—1)
se los reemplazan por sus rangos, donde la funcién de rangos se define como:

m—1

R(rpyn) = ]; L(Z4k < Tign) (2.1)

donde 1 es la funcién indicadora (i.e 1(Z) =1 si Z es verdadero 0 caso contra-
1i0); Tyyn, Tirk € Xt(m) y 1 < R(x44,) < m. De esta manera R(min(z,)) =1y

R(maz(xeyr)) = m.
Esto significa que cada valor x; € Xt(m) es reemplazado por su rango:

Xt(m) = (l't,xt—l—la .. ,l‘t+m_1) — T; = 11 ig .. .im c Sm
donde Z.l = R(.Tt)7 ig = R($t+1), ce ;Z'm = R($t+m_1>

y R(zyyr); k=0,...,m — 1 estd definido por la ecuacién 2.1

En definitiva, con el mapeo segin rangos simplemente convierte el valor
z; € X™ en su rango R(z;) € {1,2,...,m} manteniendo su ubicacién en el
tiempo, y esos m elementos forman el simbolo 7; en S,,. El alfabeto completo son

todas las posibles m! permutaciones de los rangos de un vector de embedding.
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Por ejemplo, para el caso de m = 3 el alfabeto es:
S = {m = 123,19 = 132,13 = 213, 14 = 312, 715 = 231, 16 = 321}

. Tomando como ejemplo la serie de siete valores , y dimensién de embedding m = 3

(Bandt and Pompe [2002]):
X, =(4,7,9,10,6,11,3) ;T =7 (2.2)

- X = (4,7,9) y xP = (7,9,10) se transforman en el simbolo 7 = 123 dado
que

R(zi41) =1, R(x442) = 2, R(7413) = 3.

. X§3) =(9,10,6) y X5(3) = (6,11, 3) corresponden al simbolo m = 231 ya que
R(zi11) = 2, R(7412) = 3, R(7443) = 1.

. Xf’) = (10,6, 11) corresponde al simbolo m = 213 ya que
R(wi41) = 2, R(w442) = 1, R(43) = 3.

La Figura 2.1 presenta una esquema de este mapeo para todas las alternativas
para m = 3. Se puede observar que los indices del eje vertical estan fijos, ordenados
segin la amplitud (i.e. rangos), y son mapeados al eje del tiempo. El simbolo
resultante puede ser obtenido leyendo las etiquetas en el eje horizontal de izquierda
a derecha (en orden cronolégico). Este método es el utilizado en diferentes trabajos
para construir el alfabeto simbélico (Bandt [2014]; Bandt and Shiha [2007]; Riedl
et al. [2013]) .

2.2.2. Permutando los indices cronolégicos: Mapeo segin

el orden cronolégico

Nuevamente, para un ¢t dado, los m valores Xt(m) = (X4, Teg1s - -+, Tprm—1) Pueden

ser ordenados en orden creciente segiin su amplitud. Para efectuar este mapeo:
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123 132 213 312 231 321
™ ™ ™ ™ ™ ™
A (aV} [aV] Al [qV] [qV]
s s s s s s
1 2 3 1 38 2 2 1 3 3 1 2 2 3 1 3 2

Figura 2.1 Mapeo segin rangos Se muestran todos los simbolos posibles para
m = 3. El mapeo segtin rangos un simplemente convierte el valor x; en Xt(m) en
su rango R(x;) € {1,2,...,m} manteniendo su ubicacién en el tiempo. Se puede
observar que los indices del eje vertical estan fijos, ordenados segiin la amplitud
(i.e. rangos), y son mapeados al eje del tiempo. El simbolo resultante puede ser
obtenido leyendo las etiquetas en el eje horizontal de izquierda a derecha (en orden
cronoldgico).

(m) .. )
X" = (v, Tty Tppme1) = T =141 G2 Uy € Sy

11 12 i, debe cumplir con @1 < Tigig—1 < o0 < Tppip,—1

Con este procedimiento, los indices cronolégicos son ordenados segin su
amplitud. El alfabeto completo son todas las posibles permutaciones de estos

indices. Por ejemplo, para el caso de m = 3:

Sg = {7T1 = 123,7T2 = 132,7T3 = 213,7T4 = 231,7T5 = 312,7?6 = 321}

Tomando la serie anterior (2.2) como ejemplo:
X =(4,7,9,10,6,11,3) ;T =7 (2.3)

. Xl(s) =(4,7,9) y X§3) = (7,9,10) representan la permutaciéon = = 123 ya que

Tir1 < Tyy2 < Te43.
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. X:)E?’) =(9,10,6) y X5(3) = (6,11, 3) corresponden al simbolo 7 = 312 ya que
Ti43 < Tey1 < Ti42-

. f’) = (10,6, 11) corresponde al simbolo m = 213 dado que

Tir2 < Ty < Ty43-

Con este mapeo segun el orden cronoldgico simplemente se mapea cada valor
T; € Xt(m) ordenando su indice cronoldgico t € {1,2,...,m} de acuerdo a la
amplitud creciente de cada z; € X™.

En la Figura 2.2 se observa una representacion de este mapeo para todas las
alternativas en m = 3. Se puede notar que los indices del eje del tiempo estan fijos
en orden cronoldgico, y estos son mapeados al eje vertical (el eje de la amplitud).
El simbolo resultante puede ser obtenido leyendo las etiquetas del eje vertical de
abajo hacia arriba (en la direccién de la amplitud creciente).

Este método es el utilizado en diferentes trabajos para construir el alfabeto

simbolico (Bandt and Pompe [2002]; Bian et al. [2012]; Parlitz et al. [2012]).

123 132 213 231 312 321
™ oV YN ~ o —
N ) - ol - o
~— — Al Al [sp] [sp]
—_— —_— —_— —_— —_— —_—
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

Figura 2.2 Mapeo segun el orden cronolégico: Se muestran todos los simbolos
para m = 3. Con este mapeo segin el orden cronolégico simplemente se mapea
cada valor z; en Xt(m) ordenando su indice cronolégico ¢t € {1,2,...,m} de acuerdo
a la amplitud creciente de cada x; en Xt(m). Se puede notar que los indices del eje
del tiempo son fijos en el orden cronolégico, y estos son mapeados al eje vertical (el
eje de la amplitud). El simbolo resultante puede ser obtenido leyendo las etiquetas
del eje vertical de abajo hacia arriba (en la direccién de la amplitud creciente).
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Como el objetivo principal de estas metodologias es definir un set de simbolos
diferentes m; € S, con una regla univoca que realice el mapeo entre los vectores de
embedding (Xt(m)) a estos simbolos 7;, donde cada m; represente a un tinico patrén,
permutar los rangos de acuerdo a su aparicién o permutar los indices cronologicos
de acuerdo a los rangos tiene, en principio, la misma validez.

Las Figuras 2.1 y 2.2 revelan que estas metodologias difieren en 2 de los 6
simbolos para m = 3 (es decir difieren en el “nombre” de simbolo al que son
transformados 2 de los 6 patrones). A medida que m crece, la diferencia entre los
simbolos generados por estos dos mapeos se incrementa.

Se verd en la proxima Seccién (Seccion 2.3) que con las probabilidades de
aparicion de estos simbolos se definirda una FDP -P- que caracterizara al sistema
dindmico en estudio y a esta FDP se le aplicaran cuantificadores f(P) que resuman
informaciéon importante sobre dicho proceso. Si bien las diferencias debidas al
mapeo elegido para la simbolizacién no afectan a la entropia de permutacién H(P)
(ver Seccién 2.4), cuando se propone extender el alfabeto (Bian et al. [2012], ver
Capitulo 5) para calcular la entropia de permutacién, la eleccién de dicho mapeo
desempena un rol importante.

De la misma manera cuando se le aplican a la FDP cuantificadores locales como
la informacion de Fisher F(P) (Martin et al. [1999]; Rosso et al. [2015, 2010b];
Vignat and Bercher [2003], ver Capitulo 3) los resultados no son los mismos y
dependen del tipo de mapeo utilizado. En esta Tesis se utilizard el mapeo segin

rangos salvo indicacién contraria.

2.3. La Funcion de Distribucion de Probabilida-
des de Bandt y Pompe

Usando algunas de las metodologias de simbolizacién expuestas en 2.2 a un
proceso aleatorio {X, }ier, de largo T, se le puede asociar una funcién de distribu-
cién de probabilidad de sus patrones, siempre y cuando el proceso cumpla con una

estacionariedad muy débil, para k < T' la probabilidad de que &; > &}, no debe
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depender de t.

Sea S una variable aleatoria tal que:

S:Q—->6={1,...ml} €N

donde Q =S, = {m,..., T}

y se la define de la siguiente manera:

1 st sesdel tipom

2 st s esdel tipo m

m! si s es del tipo 7,

Entonces se puede pensar que cada proceso aleatorio {X; }er tiene una funcién
de distribucién probabilidades -P- asociada a sus patrones (mediante la FDP
de la variable aleatoria S proveniente de los simbolos ;) para cada orden m:
P =P(S = s). Esta funcién de distribucién de probabilidades es la Funcién de
Distribucion de Probabilidades de Bandt Pompe

Para cada realizacién {z; }sc7 una manera de estimar esta FDP de BP es realizar
un mapeo de patrones a simbolos 7; seguin lo visto en la Seccién anterior y calcular
la frecuencia relativa de los mismos:

A . t{s|s <T —m+1; s es del tipo m;}
P=P(S=i) = a—— :

(2.5)

En esta expresion, el simbolo f representa “cardinalidad”.
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Asi,
— #H{sls <T—m+1; s es del tipo m}
( ) p(m) T—m+1
— tH{s|s<T—m+1; s es del tipo 7}
($ = ml) P(mm) T—m+1

y por lo tanto P = {p(my), ..., p(mm)}

Por lo tanto para la estimacion de la FDP de BP es necesario elegir dos
pardmetros: un largo de patrén m (dimensién de embedding), y un retardo de
tiempo entre valores 7. Este parametro 7 significa que el vector de embedding se
puede definir como XZ»(m) = (T4, Titry - - -, Tig(m-1)r), € decir tomar patrones con
valores no consecutivos, separados por un cierto retardo 7. Bandt y Pompe sugieren
trabajar con valores de 3 < m < 6 y consideran especificamente 7 = 1 en su
articulo base (Bandt and Pompe [2002]), y son los pardmetros que se van a utilizar
en esta Tesis, salvo indicacién contraria para alguna aplicacién en particular (ver
Seccion 2.7). Es claro que otros valores de 7 pueden proveer informacién adicional
(L. Zunino and Rosso [2012]), pero el anélisis de las propiedades estadisticas de la
Entropia de Permutacion propuesto en esta Tesis se puede extender a otros valores
de estos parametros sin afectar el analisis ni los resultados obtenidos.

La definicion en la Ecuacién 2.5 estima la Funcion de Distribucién de

Probabilidades de Bandt y Pompe donde a cada simbolo 7; que representa un

patron dado en la serie de tiempo se le asocia una probabilidad.

2.4. La Entropia de Permutacién

La entropia es una medida de desorden, de incertidumbre acerca de que un
sistema se encuentre en un determinado estado, o de la cantidad de informacion que
puede ser obtenida mediante observaciones de sistemas desordenados (Maszczyk and
Duch [2008]). Dado una funcién de densidad de probabilidad f(z) con z € A CR

v [a f(x) dx =1, su entropia de Shannon S asociada
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Sl = = [ f@) n(f() de (26)

es una medida de caracter global que no es muy sensible a grandes cambios en la
distribucién que tomen lugar en pequenas regiones (Shannon and Weaver [1949)]).
Extensiones del trabajo original de Shannon han derivado en distintas alternativas
de medidas de informacién o entropias.

Sea ahora P = {p;; i =1,--- , N}, con ¥ | p; = 1, una funcién de distribucién
de probabilidad de una variable aleatoria discreta, con N la cantidad de estados
posibles del sistema bajo estudio. Para este caso se define una entropia de Shannon

normalizada (0 < H < 1) como:

H(P) = S(P)/Smax - {_; Di ln(pi)}/smaxa (27)

donde el denominador Sy, = S(Pe) = In N se obtiene por una distribucién de
probabilidad uniforme discreta (i.c Pe = {p; = 1/N, Vi=1,--- | N}) y se define a
0 - In(0) como 0.

Esta entropia puede ser vista como una medida de incertidumbre asociada
al proceso fisico descrito por P. Por ejemplo, si S(P) = S,,;, = 0, entonces
H[P] = 0, se estd en posicién de predecir con total certidumbre cual de los
resultados ¢ va a tomar lugar (p; = 1,7 = j y p; = 0 Vi # j). El conocimiento acerca
del estado en el que se encuentra el proceso subyacente descrito por P es maximo
es esa instancia, y la incertidumbre es minima. En contraste la incertidumbre es
maxima para la distribucion de probabilidad uniforme discreta dado que cada
resultado exhibe la misma probabilidad de ocurrencia, donde S(P) = Spaz, ¥
entonces H(P) = 1.

Cuando se usa la FDP de BP para describir un proceso fisico se esta teniendo
en cuenta la estructura temporal de la serie de tiempo generada por dicho proceso.
De este modo, esto permite descubrir detalles importantes concernientes a la
estructura ordinal de la serie de tiempo (Rosso et al. [2012b, 2007b] y también

produce informacién acerca de la correlacién temporal (Rosso et al. [2013]).
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De esta manera se define la Entropia de Permutacion cuando en la Ecuacion

2.7 se utiliza como P, la FDP de BP.

2.5. Extensiones de la Entropia de Permutacion

Shannon introdujo su entropia a fines de la década del 40 y al ser un concepto
tan potente, se extendié a lo largo y a lo ancho de la comunidad cientifica, pero
desde ese entonces otras entropias similares han aparecido en la literatura cientifica
(Harremoés [2006]). Estas medidas de entropia comparten algunas, aunque no
todas, las propiedades de la Entropia Informacional de Shannon. Los ejemplos
mas importantes son la Entropia de Rényi (Rényi [1961]) v la Entropia de Tsallis
(Tsallis [1988]). Otra medida interesante y que lleva su propio nombre a pesar
de ser un caso particular de la entropia de Rényi es la MinEntropia, propuesta
como un cuantificador mejorado para revelar la presencia de sutiles correlaciones

temporales en series de tiempo (Zunino et al. [2015]).

2.5.1. Entropia de Permutacion de Rényi

La Entropia de Rényi, que generaliza la Entropia Informacional de Shannon se

define de la siguiente manera:

R.(P) = 1ialn <§pf‘> , (2.8)

donde el orden « (v > 0y v # 1) es un pardmetro de control y la Entropia
Informacional de Shannon es recuperada cuando o — 1.

Si para el calculo de P en la ecuacion 2.8 se utiliza la FDP de BP esta entropia
es la Entropia de Permutacion de Rényi (Mammone et al. [2015]).

La Entropia de Rényi esta vinculada a la distribucién de probabilidades tomada
de la serie de tiempo a través del parametro a. Cuando « es alto se enfatiza la forma
de distribucion leptoctrtica, i. e. un pico mas filoso y colas mas ponderadas que una
distribucion Gaussiana (la entropia es mas sensible a eventos que ocurren con mayor

frecuencia), mientras que un « pequenio enfatiza las distribuciones platictirticas, i.
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e. picos mas chatos y colas mds livianas que la distribucion Gaussiana (la entropia
es mas sensible a eventos extremos). Es decir que con dicho parametro se puede

controlar la sensibilidad de la entropia a la curtosis de la FDP de BP.

2.5.2. MinEntropia de Permutacion

En el limite cuando o — o0, R,(P) converge a R.(P) y se obtiene la

MinEntropia.

R (P) = —m( maz 'p(m)) . (2.9)

=1, ,m!

que utiliza solo la probabilidad del evento mas frecuente. Si para el calculo de
funcién de distribucion de probabilidades P se utiliza la FDP de BP se obtiene la

MinEntropia de Permutacion.

2.5.3. Entropia de Permutaciéon de Tsallis

Existen una variedad de sistemas andémalos para los cuales la teoria de Boltmann-
Gibs puede exhibir algunas dificultades, como sistemas con autocorrelaciones de
largo alcance (Pavén [1987]) y procesos no markovianos (Céceres [1999]), entre
otros. Para tratar con este tipo de sistemas se postuld una entropia no extensiva,
llamada la Entropia de Tsallis (Tsallis [1988]), cuya forma funcional es:

(1—3%pf)

S((P) =~ _ (2.10)

En el limite cuando ¢ — 1 la Entropia de Tsallis converge a la Entropia
Informacional de Shannon.
Si para el célculo de funcion de distribucion de probabilidades P se utiliza la FDP

de BP se obtiene la Entropia de Permutacion de Tsallis.
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2.5.4. Entropia de Permutacion Ponderada

Esta medida de entropia en particular esta ideada especificamente para utilizarla
utilizando la simbolizacion propuesta por Bandt y Pompe. Sin embargo, no utiliza
la FDP de BP explicada en 2.3 sino una versiéon ponderada de la misma. Todas las
entropias de permutacion consideradas anteriormente toman en cuenta la amplitud
de los valores de la serie de tiempo sélo para determinar si son mayores o menores
con respecto a sus vecinos y de esta manera transformar los patrones o vectores
de embedding a simbolos 7;. Es decir que la informacion de la magnitud de la
diferencia relativa entre amplitudes dentro de un vector de embedding se pierde.
Una version de la Entropia de Permutacion llamada Entropia de Permutacion
Ponderada se propone para incorporar esta informacion, que puede ser valiosa
(Fadlallah et al. [2013]). Esta entropia le da un peso a cada vector de embedding

de acuerdo a la siguiente medida de dispersion tomada de dicho vector:

1< o(m)) 2
wy = m ; <$t+i - X ) (2.11)
donde m es la dimensién de embedding, X\™ = {T4, xi31, - Tpom1} y xm

representa a la media en amplitud de Xt(m).

De modo que la estimacién de las frecuencias relativas (o probabilidades
ponderadas) para cada simbolo 7; se define como:
. _ Yi<(T-m+1) ({s¢|s; es del tipo m;}) - wy

Po(m) = . (2.12)

> k<7 SkWk

y la Entropia de Permutaciéon Ponderada se obtiene como:

Mo = = PU(m) n(P(r) (213

=1
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2.6. Patrones Prohibidos y Patrones Faltantes

La metodologia de los patrones ordinales originados por los vectores de
embedding, introducida por Bandt y Pompe ha proporcionado conocimientos nuevos
muy importantes en lo que respecta la caracterizacion de series de tiempo tedricas
y experimentales, en particular en el drea sensible de la distincion entre dindmicas
cadticas-deterministas y estocdsticas (Amigd [2010]; Amigo et al. [2008, 2007];
Rosso et al. [2012a,b, 2007b, 2013]). En los trabajos de Amigd y sus colaboradores
se estudiaron caracteristicas locales de los componentes de la FDP de BP mostrando

lo siguiente:

= Para series de tiempo generadas por dindmicas cadticas-deterministas no
todos los posibles patrones ordinales pueden ser materializados, llamando a

estos patrones prohibidos.

» El surgimiento de estos patrones prohibidos representa una propiedad
particular de alguno de los elementos de la FDP de BP asociados a la

serie de tiempo bajo estudio.

» La existencia de estos patrones ordinales prohibidos se vuelve un hecho

persistente que puede ser considerado como una nueva propiedad dindmica.

» Para un largo de patrén fijo (o dimensién de embedding) m la cantidad de
patrones prohibidos de una serie de tiempo, i.e patrones no observados, es
independiente del largo de la serie, y presenta un comportamiento super-

exponencial en funcién de m.

Algunos procesos estocasticos pueden presentar patrones prohibidos para series
finitas (Carpi et al. [2010]; Rosso et al. [2012a,b]). Sin embargo, en el caso de
procesos estocésticos como el ruido blanco, o correlacionados (ruidos con espectro de
potencia 1/f*, con a > 0, Movimiento Browniano Fraccionario o ruido Gaussiano
Fraccionario) puede ser numéricamente cerciorado que no emerge ningin patréon

prohibido.
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De hecho, para series de tiempo generadas por procesos estocasticos cuyos valores
no estan autocorrelacionados, cada patrén ordinal tiene la misma probabilidad
de ocurrencia (Amigé [2010]; Amigé et al. [2007]; Carpi et al. [2010]), por lo que
independientemente de la dimension de embedding m, si la serie es lo suficientemente
larga, todos los patrones ordinales apareceran eventualmente. Para procesos
estocasticos cuyos valores estan autocorrelacionados la probabilidad de observar
un patron especifico depende no sélo del largo de la serie T, sino también de
estructura de esta correlaciéon. La existencia de patrones ordinales no observados
no califica a estos como patrones prohibidos, sino como patrones faltantes, y este
fenémeno es debido a que la serie de tiempo tiene un largo finito. Una observacion
similar se puede hacer en el caso de datos reales que siempre poseen un componente
estocastico, dada la omnipresencia del ruido dindmico (Cambanis et al. [1988];
Wold [1938]). Por lo tanto, la presencia de patrones faltantes puede ser tanto
relacionada a procesos estocasticos o a procesos deterministicos contaminados con
ruido (que es siempre el caso de las series de tiempo observadas).

Recientemente, se mostré que aun cuando la presencia es caracteristica de
dindmicas cadticas puras, una dimension de embedding minima m,,;, es necesaria
para detectar su presencia en el caso de series de tiempo de largo finito (Rosso
et al. [2013]). Resumiendo, un largo de patrén, m,;, es necesario para detectar la
presencia de patrones prohibidos, distintivos del determinismo (dindmicas cadticas).
Este hecho no ha sido previamente mencionado en la literatura e ignorarlo puede

ser fuente de interpretaciones erréneas.
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2.7. Aplicaciéon: Clasificaciéon de senales de EEG
normales y pre-ictales usando las distintas

Entropias de Permutacion.

2.7.1. Introduccion

La epilepsia es una enfermedad neuroldgica en la que los pacientes sufren con-
vulsiones espontaneas. La aparicion de dos convulsiones, con condicién idiopatica
desconocida, es necesaria para el diagnoéstico de la epilepsia. Estas convulsiones
son causadas por perturbaciones en la actividad eléctrica del cerebro. Como fue
propuesto por la Liga Internacional contra la Epilepsia (ILAE) y la Oficina In-
ternacional para la Epilepsia (IBE), una convulsion epiléptica es una ocurrencia
transitoria de signos y/o sintomas debido a la actividad neuronal anormal, excesiva
y sincrénica en el cerebro (Fisher et al. [2014, 2005]). La epilepsia se presenta en
convulsiones y la aparicién repentina y a menudo imprevista de las mismas repre-
senta uno de los aspectos mas incapacitantes de la enfermedad. La identificacién
correcta de la presencia de actividad epiléptica, la caracterizaciéon de los patrones
espacio-temporales de la actividad cerebral correspondiente y la prediccion de la
ocurrencia de convulsiones son retos importantes, y lograr esto podria mejorar
significativamente la calidad de vida de los pacientes con epilepsia. El tiempo
transcurrido entre las convulsiones en pacientes con epilepsia se denomina periodo
inter-ictal.

En esta aplicacién se aborda el problema de la clasificacién automatica, utilizando
varias entropias basadas en en la distribucién de Bandt y Pompe, entre dos tipos
de senales de EEG: EEG de periodos libres de convulsiones de un paciente con

epilepsia y EEG de una persona sana.

La Entropia de Permutacion (Bandt and Pompe [2002]) se ha utilizado en varias
aplicaciones para estudiar la actividad eléctrica del cerebro, méas particularmente

en la investigacién sobre epilepsia.
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A menudo, las crisis epilépticas se manifiestan en una altamente estereotipada
secuencia ordenada de sintomas y signos con variabilidad limitada y por esta
razon se conjeturd que este estereotipo puede implicar que la dindmica neuronal
ictal podria tener caracteristicas deterministas, y que ésto presumiblemente se
realzarfa en las regiones ictogénicas del cerebro (Schindler et al. [2011]). También
una deteccion precisa de las transiciones de los estados normales a patoldgicos
puede mejorar el diagnéstico y el tratamiento, por lo que la detecciéon de dichos
cambios dindmicos en las senales de EEG es importante en los estudios clinicos. Por
lo tanto la Entropia de Permutacién se utilizé para la deteccién de determinismo y
cambios dinamicos en senales de EEG (Bruzzo et al. [2008]; Keller and Wittfeld
[2004]; Li et al. [2007b]; Nicolaou and Georgiou [2012]; Ouyang et al. [2010, 2009];
Veisi et al. [2007]).

La Entropia de Permutacion se utiliza también para identificar las diversas fases
de la actividad epiléptica en las senales EEG intracraneales registradas en pacientes
que padecen epilepsia intratable (Cao et al. [2004]). También se usé en la prediccion
y clasificacion: se probd que para una poblaciéon de ratas, esta entropia puede
utilizarse no sélo para rastrear los cambios dinamicos de los datos del EEG, sino
también para detectar con éxito los estados de pre-convulsién (Li et al. [2007a]). La
tarea de clasificacion es una actividad prominente en la investigacion de la epilepsia
(Zanin et al. [2012]), y es importante para fines de diagnéstico, ya que permite
discriminar entre los registros electroencefalograficos normales y patologicos que

son problemas no triviales.

La FEntropia de Rényi se utiliz6 para fines de clasificacién ya que permite

diferenciar las seniales de EEG focal y no focal (Kannathal et al. [2005]).

La MinEntropia de Permutacion fue aplicada para discriminar entre senales
de EEG de voluntarios sanos y sefiales de EEG de los periodos interictales de

pacientes con epilepsia. Su poder discriminante se comparé con la habitual Entropia
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de Permutacién de una manera descriptiva (Zunino et al. [2015]).

La Entropia de Tsallis se usé en el estudio de la senal de EEG y ha mostrado que
esta medida no extensiva de Tsallis puede discriminar mejor entre senales de EEG

con distintas caracteristicas que sus contrapartes de Shannon (Capurro et al. [1999)]).

La Entropia de Permutacion Ponderada se prueba en senales de EEG de un
solo canal y multicanal (Fadlallah et al. [2013]). En otro estudio, se incluyeron en
el estudio tres estados fisiologicos del EEG, ojos cerrados, ojos abiertos y tarea
extrana visual para examinar la capacidad de esta entropia para identificar y

discriminar diferentes estados fisiolégicos Vuong et al. [2014].

En el contexto del Machine Learning, existen varios esfuerzos previos para
discriminar entre EEG de voluntarios sanos y EEG de periodos interictales de
pacientes con epilepsia: se usa una red neuronal recurrente con caracteristicas
de dominio de tiempo y frecuencia (Vuong et al. [2014]), un &rbol de decisién
combinado con una transformada de fourier rapida (Polat and Giineg [2007]) y una
combinacion de la transformada wavelet discreta con un modelo mixto experto
(Subasi [2007]). En cuanto al uso de las entropias en este contexto se utiliza un
sistema de inferencia neurofuzzy adaptativo dotado de entropias (Kannathal et al.
[2005]) y la Entropia Aproximada junto con una red Elman (Ocak [2009]). La
mayoria de ellos con alta precisién de separacién entre las senales, més del 95% de

las senales correctamente clasificadas.

2.7.2. Objetivo

El objetivo de la presente Secciéon es cuantificar el potencial de la Entropia
de Permutacion y de las entropias presentadas en la Secciéon 2.5 como variables
independientes en un modelo lineal generalizado para discriminar entre registros
de EEG de pacientes sanos y de pacientes con epilepsia en un marco inferencial.

El uso de un modelo de regresion logistica dara nuevas perspectivas para fines de
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clasificacion. Es importante senalar que a diferencia de los articulos citados, se
utilizé un método paramétrico de clasificacion con las entropias como variables
predictoras, que conduce a una interpretacion de los pardmetros estimados y
también obtenemos una visiéon de la estructura causal de las series temporales

mediante la mejor combinacion de 7 y m de la FDP de BP.

2.7.3. Materiales y Métodos
2.7.3.1. EEG data

Se utilizaron datos de series de tiempo EEG gratuitas del Departamento de
Epileptologia de la Universidad de Bonn, disponibles en:
http://www.texte.microsoft.com/spain/index.html. Se registraron para el estudio
dos conjuntos A y B que contenian cada uno 200 segmentos de EEG de un solo
canal de 23,6 seg. de duracién. Estos segmentos se seleccionaron y se cortaron a
partir de registros de EEG multicanal continuos después de la inspeccion visual de
artefactos, por ejemplo, debido a la actividad muscular o movimientos de los ojos.
El conjunto A consistié en segmentos extraidos de grabaciones de EEG superficiales
que se llevaron a cabo en cinco voluntarios sanos, relajados en un estado despierto.
Este estado se denominara normal dentro de este documento. Los conjuntos B se
originaron a partir de un archivo de EEG de diagnéstico prequirirgico durante
los periodos pre-ictal, es decir, periodos en los que no se detectan convulsiones
en pacientes con epilepsia. Esta muestra serd referida como pre-ictal dentro de
este documento. Se recolectaron EEG epilépticos de electrodos intracraneales que
fueron colocados en la zona epileptogénica correcta (Andrzejak et al. [2001a,b]).
El conjunto de datos consta de 400 segmentos de datos, 200 pertenecientes a la
condicion normal y 200 pertenecientes a la condicion pre-ictal, cuya longitud es
4097 puntos de datos con una frecuencia de muestreo de 173,61 Hz para cada grupo.
Estos datos fueron analizados para clasificacion en contextos muy diferentes, como

la inteligencia artificial y la teoria de la informacién entre otros.
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2.7.3.2. Modelos de Clasificacion: Regresion Logistica

La regresion logistica es el método mas popular para predecir los resultados
binarios sobre la base de una o méas variables predictoras, y el concepto matematico
central que subyace a la regresion logistica es el logit, o sea el logaritmo natural de
p/(1—p) donde 0 < p < 1 (Hosmer Jr et al. [2013]). El caso méas simple de regresion
lineal es para un predictor continuo X y una variable explicada dicotémica Y. La
grafica de tales datos da como resultado dos lineas paralelas, que son dificiles de
describir mediante una recta de regresion de cuadrados minimos, y se ajusta mucho
mejor con una forma en S (a menudo referida como sigmoidal). La aplicacién de la
transformacion logit a la probabilidad de que la variable dependiente sea 1 dado
un vector de observaciones z, resuelve este problema de ajuste, y el modelo no
requiere que el error sea normal o constante a través del rango de datos. Dado
que la variable de respuesta Y es binaria, la describiremos como una variable
aleatoria que toma el valor 0 o el valor 1, dependiendo de si la observacién tiene un
atributo presente o no . Por ejemplo, Y = 1 si el paciente presenta una enfermedad
determinada y Y = 0 en caso contrario. En una ecuacion de regresion logistica
simple con una tnica variable predictora, X, denotamos por p(x) la probabilidad

de que la variable de respuesta Y sea igual a 1 (la enfermedad esta presente) dado

que X = .
logit(p(xz)) = In (%) = a+ fx, (2.14)
€a+ﬂx
plx) = el (2.15)

Donde « es la ordenada al origen del modelo lineal transformado y el valor del
coeficiente [ determina la relacion entre X y el logit de p. La interpretacion de

este coeficiente es la siguiente:

pz) P =1|X =x) _ e
1—p(z) PY=0X=2) ' (2.16)

Por lo que si el valor de la variable X aumenta en 1 punto, y el valor de (8

es positivo, el ratio entre estas dos probabilidades aumenta en un factor de e”.
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Siguiendo el ejemplo médico, este ratio representa cuanto mas es la probabilidad de
que el paciente esté enfermo en relacién con la probabilidad de que el paciente no
tenga esa enfermedad dado el valor X = z. Si el modelo tiene buenas propiedades
de pronoéstico, la regresion logistica puede utilizarse como una herramienta de
clasificacion. Un excelente método para probar el poder de clasificacién de una

regresion logistica es la curva caracteristica de funcionamiento del receptor (ROC).

2.7.3.3. Curva ROC: Performance del clasificador

Inicialmente, sélo se considera un proceso de clasificacion de dos categorias.
Cada observacion se asigna a un elemento del conjunto {P, N}, siendo las mismas
etiquetas de clase positiva y negativa respectivamente. Un modelo de clasificacion
(clasificador) es un mapeo de instancias a clases predichas. Como se indicé
anteriormente en la Seccion 2.7.3.2, la regresion logistica puede ser un excelente
clasificador. Cada instancia Y, u observacion, es 1 o 0, es decir, tiene la enfermedad
o no. Las predicciones producidas por el modelo, p(z) son continuas, por lo que se
necesita un umbral o un punto de corte (¢) para tener un clasificador de dos clases.
Si p(x) > ¢, entonces Y se predice como P, y la prediccién es N de lo contrario.
Para simplificar, la clase de prediccion va a estar en el conjunto {P, N'}.

Ahora, dado un clasificador y una instancia hay cuatro resultados posibles:
TP True Positive cuando la instancia es positiva y se clasifica como positiva; FN
Fualse Negative, la instancia es positiva y se clasifica como negativa; FP Fulse
Positive la instancia es negativa y se clasifica como positiva; Y finalmente TN
True Negative cuando la instancia es negativa y se clasifica como negativa. De esta

manera definimos:

TP
Sensitividad = m s (2 1 7)
TN
E ifici = —— . 2.1
specificidad TN+ FP (2.18)

Asi, la sensibilidad refleja el poder del modelo para identificar correctamente la

clase positiva y la especificidad, el poder de identificar a la clase negativa. Otro
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indicador de rendimiento 1til es la precision del modelo y se define simplemente

como el porcentaje de observaciones bien clasificadas en el conjunto de datos,

TP+TN

2.19
Nobs ( )

Donde N representa el nimero de observaciones.

Dado que la clasificacion como P o N depende del punto de corte elegido c,
estas medidas de desempernio del clasificador también van a depender de c¢. En una
curva ROC, la sensibilidad se representa en funcion de la tasa de falsos positivos
(1 - Especificidad) para diferentes puntos de corte. Cada punto de la curva ROC
representa un par de sensibilidad / especificidad correspondiente a un umbral de
decisién particular ¢. Una prueba con discriminacién perfecta (sin superposicién
en las dos distribuciones) tiene un grafico ROC que pasa por la esquina superior
izquierda (Especificidad = 1, Sensibilidad = 1). Esto lleva a la conclusién de
que cuanto mas cerca la curva ROC esté en la esquina superior izquierda, mayor
serd la precision global de la prueba. Como la curva ROC es una representacion
bidimensional del rendimiento del clasificador, un tinico valor escalar seria ttil para
comparar los clasificadores. Un método comin es calcular el drea bajo la curva,
AUC (Bradley [1997]). Dado que el AUC es una porcion del area de la cuadricula
de la unidad su area va a ser menor que 1. La suposicion al azar produce la linea
entre (0,0) y (1,1), cualquier clasificador realista deberfa tener un AUC mayor
de 0,5. En términos generales, cualquier area entre 0,8 y 0,9 significa una buena

performance, y cualquier area entre 0,9 y 1 representa una excelente performance.

2.7.3.4. El enfoque de la validacién cruzada

Cuando se utiliza el conjunto total de las observaciones para estimar el indicador
deseado de rendimiento del clasificador del modelo, en este caso el AUC, se produce
un ajuste excesivo a los propios datos y este indicador de rendimiento se sobrestima.
Con el fin de evitar ésto se desarrollaron varios métodos que consisten en mantener

un subconjunto del set de datos libre del proceso de ajuste, y luego aplicar el
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modelo a dicho subconjunto para estimar las AUC. El método consiste en dividir
aleatoriamente el conjunto disponible de observaciones en dos partes, el conjunto
de entrenamiento y el conjunto de validacion. El modelo se ajusta con el conjunto
de entrenamiento, y este modelo ajustado se utiliza en el conjunto de validacién
para calcular el AUC o la tasa de performance deseada. Una mejora de este método
simple es dividir el conjunto de observaciones en k subconjuntos -plieques- de
tamano aproximadamente igual, usando los primeros k — 1 plieques para ajustar el
modelo y aplicar el modelo ajustado al remanente para estimar el AUC. Luego,
repetir esta metodologia k veces usando cada plieque exactamente una vez como el
conjunto de validacién, y el resto como el conjunto de entrenamiento. Para cada
vez, el AUC estimado es independiente de los valores usados para ajustar el modelo.
El promedio de estos valores de k AUC (clasificador de rendimiento) es el AUC
resultante para el modelo propuesto. Los valores tipicos de k son k =5y k = 10.

Para este ejemplo se usarda k = 10.

2.7.4. Resultados

Para discriminar entre las senales EEG normales y pre-ictales se utiliza la
regresion logistica. Se ajusté un modelo de regresion logistica para cada estimacion

de las entropias presentadas en este Capitulo:

A

Entropia de Permutacion, # = H(P)

MinEntropia de Permutacion, Re = Reo(P)

A

Entropia de Permutacién de Rényi, R, = R, (P)

Entropia de Permutacién de Tsallis, S, = S, (P)

Entropia de Permutacién Ponderada, #H,,

cada una como variable explicativa para clasificar las senales de EEG como
normal (Y = 1) o pre-ictal (Y = 0), y donde P es la estimacién de la FDP de BP

(ver ecuacién 2.5).
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Se evalué cada combinacién de longitud de vector de embedding m = {3,4,5,6}
y retardo de tiempo 7 = {1,2,3,4,5} para calcular las entropias. Para la Entropia
de Permutacion de Rényi se varia el parametro o de 0,25 a 7,5 con incrementos
de 0,25 (Mammone et al. [2015]) y para la Entropia de Permutacién de Tsallis se
varfa el parametro ¢ de 0,1 a 3 con incrementos de 0,1 (Plastino A. [2005]).

En la Figura 2.3 se representa el AUC calculada mediante la validacién cruzada de
10 pliegues (AUC +1 SD), en funcién del retardo 7. La Figura estd dividida por
las diferentes entropias y por la dimension m para una mejor comprension.

Se puede ver que independientemente de la entropia utilizada, el mejor modelo
para clasificar es cuando se calcula el PDF de BP con la dimensién m = 3 y el
retardo 7 = 5 a excepcion de la MinEntropia de Permutacion ya que el modelo
param =4y 7 = 4 es ligeramente mejor. Cuando el retardo de tiempo aumenta,
todas las entropias funcionan mejor como clasificadoras para distinguir las seniales
EEG normales de las pre-ictales. En la Entropia de Permutacién de Rényi y la
Entropia de Permutacion de Tsallis la influencia del parametro en el desempeno
de clasificacion disminuye a medida que el 7 aumenta, esto se evidencia en la
disminuciéon de la dispersion entre los valores de AUC para cada m y 7.

La Entropia de Permutacién como clasificadora entre senales de EEG de
normal y pre-ictal tiene la correlacion mas fuerte con 5 = —336, con un p-valor
cercano a cero (Cuadro 2.1). Esto significa que para cada 1/1000 que esta entropia
sube, el cociente entre la probabilidad de clasificar la senal EEG como pre-ictal
y la probabilidad de clasificar la sefial EEG como normal, disminuye 28 %. En
otras palabras, pequefnios incrementos en la Entropia de Permutacion afectan
significativamente la probabilidad de detectar estados pre-ictales. La adicion de
ruido a una senal aumenta la entropia, por lo que las senales de EEG ruidosas
darfan como resultado una menor sensibilidad (es decir, la habilidad de detectar
senales de EEG pre-ictales). Por otro lado, la MinEntropia de Permutacién tiene la
correlacién més débil con un f = —13,29, lo que significa que para cada 1/1000 que
la MinEntropia de Permutacion se mueve hacia arriba, el ratio entre probabilidades

disminuye sélo 1,2 % y sigue siendo un excelente clasificador. Este comportamiento
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Figura 2.3 El Area bajo la curva ROC (AUC) calculado mediante
validacién cruzada de 10 pliegues (AUC =1 sd), versus el retardo 7. Para
un mejor entendimiento la Figura estd separada por la dimension de embedding m
y por las distintas entropias calculadas. Se puede ver que independientemente de la
entropia utilizada, el mejor modelo para clasificar es cuando se calcula el PDF de
BP con la dimensiéon m = 3 y el retardo 7 = 5 a excepcion de la MinEntropia de
Permutacion ya que el modelo para m = 4 y 7 = 4 es ligeramente mejor. Cuando el
retardo de tiempo aumenta, todas las entropias funcionan mejor como clasificadoras
para distinguir las senales EEG normales de las pre-ictales
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, . o o Coeficiente
Entropia | AUC | Precision | Sensitividad | Especificidad ., p-valor
de regresién
Ho 0.9675 | 0.97 0.985 0.95 -107.98 3.57 10713
Roo(P) | 0.9575 | 0.965 0.975 0.94 -13.298 1.86 10712
H(P) 0.955 | 0.950 0.975 0.935 -335.99 2.76 10712
R,.(P) 0.955 | 0.950 0.97 0.94 -121.78 1.26 10712
Sq(P) 0.955 | 0.945 0.97 0.94 -203.07 2.78 10712

Cuadro 2.1 Mejores modelos para cada entropia ordenados segun el
valor de AUC en forma decreciente para la clasificacion de los EEG.
Esta tabla presenta los mejores modelos para cada entropia ordenados segin el
valor de AUC en forma decreciente. Para la Entropia de Permutacion de Rényi y
para Entropia de Permutacion de Tsallis el parametro se elige también segtin el
desempeno de clasificacién (teniendo en cuenta que hay un modelo para cada valor
del pardmetro), que es la Entropia de Permutacion de Rényi con o = 2,75 y la
Entropia de Permutacion de Tsallis con ¢ = 1, 1. La entropia que tiene el mejor
rendimiento de clasificaciéon es la Entropia de Permutacion Ponderada seguida
por la MinEntropia de Permutacion por menos de una desviacién estandar, y las
entropias restantes tienen un rendimiento similar en términos del AUC (Figura
2.5). Todas las entropias tienen un desempeno excelente y similar en términos de
precision, por lo que el error de clasificacién general es pequeno para el punto de
corte ¢ = 0, 5, y para este ¢, mirando la Especificidad y la Sensibilidad, los modelos
son mas precisos para clasificar las senales EEG pre-ictales como tales (tasa de
verdaderos positivos) que para clasificar los normales correctamente.

en un modelo de clasificacién indica robustez porque pequenos incrementos en el
valor de la entropia no afectan a la clasificacién. Esto es importante porque todas
las entropias estan normalizadas, es decir, en la misma escala.

La Figura 2.4 muestra los cinco modelos presentados en el Cuadro 2.1. La clase
real de las observaciones se trazan como circulos negros. La curva de cada grafica
representa la probabilidad de que la senal sea una senal EEG pre-ictal segtn el
modelo, en funcion del valor de la entropia. Cuando esta probabilidad es mayor
que ¢ = 0,5, esta observacién se clasifica como pre-ictal (cruces azules) y cuando
es menor que ¢ = 0,5 como normal (cruces rojas). Los modelos con el coeficiente
£ maés alto (en valor absoluto) tienen una pendiente més pronunciada en la curva
en forma de S que conduce a una clasificacion mas sensible a los cambios. Por
todo lo expresado anteriormente, la MinEntropia de Permutaciéon es el modelo mas
robusto, seguido por el modelo que usa la Entropia de Permutaciéon Ponderada con

indicadores similares de efectividad en la clasificacién.
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Figura 2.4 Los cinco modelos de regresion logistica. Los modelos presentados
en el Cuadro 2.1, con la variable explicativa en el eje = (las diferentes entropias) y
en el eje y la probabilidad de que la senal de EEG sea pre-ictal. La curva en cada
grafico representa la probabilidad de que la senal de EEG provenga de un paciente
en estado pre-ictal, segin cada modelo, en funcién del valor de la entropia. Cuando
esta probabilidad es mayor que ¢ = 0, 5, esta observacién se clasifica como senal
de EEG pre-ictal (cruces azules) y cuando es menor que ¢ = 0,5 como normal
(cruces rojas). La clase real de las observaciones se trazan como circulos negros.
Los modelos con el coeficiente 5 més alto (en valor absoluto) tienen una pendiente
mas pronunciada en la curva en forma de S que conduce a una clasificacién que es
mas sensible a pequenios cambios en el valor de la entropia. El modelo que usa a la
MinEntropia de Permutaciéon como clasificador es el modelo més robusto seguido
por el modelo que usa la Entropia de Permutaciéon Ponderada.
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Figura 2.5 AUC de los distintos modelos para la clasificaciéon de los
EEG. La entropia que tiene el mejor rendimiento en términos de la AUC es
la Entropia de Permutacién Ponderada, seguida de la MinEntropia de Permutacion
por aproximadamente un desvio estandard. Las restantes entropias tienen una
performance similar.
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Estos valores de ¢ pueden ser cambiados de acuerdo a cada problematica por lo
que a efectos de comparaciéon se utiliza el AUC porque tiene en cuenta todos los
valores posibles de c.

El Cuadro 2.1 presenta los mejores modelos para cada entropia ordenados segin
el valor de AUC en forma decreciente. Para la Entropia de Permutacién de Rényi
y para la Entropia de Permutacion de Tsallis el parametro se elige también segin
el desempeno de clasificacién (teniendo en cuenta que hay un modelo para cada
valor del parametro), que es la Entropia de Permutacion de Rényi con aw = 2,75 y
la Entropia de Permutacién de Tsallis con ¢ = 1, 1. La entropia que tiene el mejor
rendimiento de clasificacién es la Entropia de Permutaciéon Ponderada seguida
por la MinEntropia de Permutacion por menos de una desviacién estandar, y las
entropias restantes tienen un rendimiento similar en términos del AUC (Figura
2.5). Todas las entropias tienen un desempeno excelente y similar en términos de
precision, por lo que el error de clasificacién general es pequeno para el punto de
corte ¢ = 0, 5, y para este ¢, mirando la Especificidad y la Sensibilidad, los modelos
son m4&s precisos para clasificar las senales EEG pre-ictales como tales (tasa de

verdaderos positivos) que para clasificar los normales correctamente.

2.7.5. Conclusiones

El valor de AUC obtenido es el mayor que encontramos dentro de la literatura
escrita hasta el momento, entre los manuscritos descritos en la Seccién 2.7.1. Usar
las entropias provenientes de la Funcién de Distribucién de Probabilidades de
Bandt y Pompe permite tener una percepciéon de la estructura causal de la serie
de tiempo.

En resumen, en esta aplicaciéon comparamos el potencial de clasificacion de varias
entropias competidoras: Entropia de Permutacion H, Entropia de Permutacion
Ponderada H,,, MinEntropia de Permutaciéon R.,, Entropia de Permutacion de
Rényi R,, y Entropia de Permutacién de Tsallis S;. Todos estos cuantificadores
son excelentes como clasificadores. Para este caso, la Entropia de Permutacion

Ponderada H,, resulta en el mejor clasificador, por lo que tener en cuenta la amplitud
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de los patrones podria mejorar el rendimiento de la clasificacion. Sin embargo, como
la diferencia entre los AUC no es significativa, algunas consideraciones deben ser
tenidas en cuenta para seleccionar una u otra entropia, como el ruido o artefactos
presentes en la senal. La MinEntropia de Permutacion es méas robusta contra el
ruido que la Entropia de Permutacién (Zunino et al. [2015]). Esto puede ser muy
util en presencia de ruidos en las senales de EEG. La Entropia de Permutacion
Ponderada retiene mas informacion de la senal que sus contrapartes y podria
ser un buen candidato para la clasificaciéon automatica de senales de EEG. La
excelente performance de las Entropia de Permutacion de Tsallis y de Rényi como
clasificadoras indican una posible linea de investigacién acerca de las dindmicas

subyacentes en estas senales.



Capitulo 3

Otras medidas de complejidad
derivadas de la Funcién de

Distribucion de Probabilidades de
Bandt y Pompe

3.1. Introducciéon

En este Capitulo se presentan dos medidas de complejidad, provenientes de
la Teoria de la Informacion, asociadas a la Funciéon de Distribucién de Bandt y
Pompe que son complementarias a la Entropia de Permutaciéon -H- y permiten una
mejor caracterizacion del sistema dindmico bajo estudio: la Medida de Complejidad
Estadistica -C- y la Medida de Informacion de Fisher -F-. Estas tres medidas de
complejidad (H, C y F- son utilizadas en una aplicaciéon de la Ingenierfa Mecénica
para caracterizar el estado de trabajo de maquinas rotativas bajo distintos estados

de funcionamiento.
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3.2. Medida de Complejidad Estadistica

Como se argumento en el Capitulo anterior, la entropia puede ser vista como
una medida de incertidumbre (y como contrapartida de informacién) asociada al
proceso fisico descrito por P, donde P = {p,,j = 1,..., N} es una distribucién
de probabilidades de una variable aleatoria asociada a los posibles N estados que
puede tomar el sistema bajo estudio.

Por otro lado, siguiendo el trabajo de Lopez-Ruiz (Lopez-Ruiz et al. [1995]),
un sistema se dice complejo cuando no sigue ciertos patrones considerados como
simples. Si bien esta definiciéon parece una tautologia, permite empezar a entender
el término si se examinan algunos modelos o idealizaciones tedricas.

Tomemos un cristal perfecto: esta perfectamente ordenado y la distribucion de
probabilidades P estan acumuladas en un sélo estado que representa la simetria
perfecta (P = {p; = 1 siies el estado de simetria p; = 0 Vj # i}). Se puede
considerar a este sistema como un sistema con complejidad cero y también que
la informacion contenida en este sistema es minima, es decir que muy poca
informacion es necesaria para describir completamente este sistema.

Ahora tomemos un gas ideal aislado: estd completamente desordenado y el
sistema se puede encontrar en cualquiera de sus posibles estados con la misma
probabilidad (P = {p; = 1/N,j = 1,...,N}), pero también a este sistema se
lo puede considerar de complejidad cero aunque la informacion necesaria para
describir el sistema es maxima, porque todos los estados contribuyen en igual
medida a la informacion contenida en dicho sistema.

De estos sistemas no complejos idealizados, que se ubican en extremos opuestos
de orden e informacion, se puede concluir que una definicién de medida de
complejidad no se puede hacer solo a partir de estos términos, que en lo que
respecta a esta Tesis estan cuantificados a través de la entropia del sistema bajo
estudio. En este trabajo (Lopez-Ruiz et al. [1995]) proponen una medida de
complejidad como una interaccion entre la distancia a la distribucién equiprobable
(o de equilibrio) de los estados accesibles del sistema y la entropia, y es la que

se tomo para definir a la Medida de Complejidad Estadistica asociada al proceso
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fisico descrito por P (con P la distribucién de probabilidades de Bandt y Pompe)
que se describe a continuacion (Rosso et al. [2010a]).
Como primer paso se define una medida de desequilibrio como una distancia

-D- entre una distribuciéon de probabilidad P y la distribucion equiprobable Pe:

Q(P7Pe) = QO ' D(P, Pe) (31)

donde @)y es una constante de normalizaciéon (0 < Q < 1), cuyo valor es igual
a la inversa del valor maximo posible para la distancia D. Este desequilibrio Q
da indicios de la estructura de este sistema, siendo diferente de cero si existen
estados mas privilegiados dentro de los estados accesibles. Y finalmente se define a
la Medida de Complejidad Estadistica como la interaccion entre este desequilibrio
Q vy la cantidad de estados disponibles reflejada en la cantidad de informacion
cuantificada por la entropia del sistema H, mediante el funcional propuesto por

Lopez-Ruiz:

C(P) =H(P)-Q(P) (3.2)

Queda entonces definir la distancia D a la distribucion de equilibrio que se va
a utilizar en la ecuacion 3.2 y elegir la entropia H para el funcional descrito en la
Ecuacion 3.2.

La eleccion primaria de la distancia fue la distancia euclidiana, o de norma 2
(Lopez-Ruiz et al. [1995]). En un trabajo posterior se propone la entropia relativa
de Kullback-Leiber (Kullback [1997]) y finalmente se recomienda adoptar como
distancia para definir al equilibrio la divergencia de Jensen-Shannon, la cual es la

entropia relativa de Kullback-Leiber simetrizada (Rosso et al. [2006]):

JP,P) = S((P+Pe)/2)-S(P)/2—-5(Pe)/2 (3.3)
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quedando la Ecuacién 3.2:

Q(P,P)=Qo- J(P,P) (3.4)

La entropia elegida para definir la Medida de Complejidad Estadistica puede
ser cualquiera de las formas funcionales descritas en el Capitulo 2 (i.e Shannon,
Rényi, Minentropia o Tsallis). Si por ejemplo se utiliza la Entropia Informacional
de Shannon, queda asi definida la Medida de Complejidad Estadistica de Shannon.

Finalmente, cuando se usa en P la Funcién de Distribucion de Probabilidades
de Bandt Pompe para describir el proceso, y H como la Entropia de Permutacion,
queda definida la Complejidad Estadistica de Permutacion de Shannon -C- que es
la que se va a usar de aca en adelante en este trabajo y se la llamara simplemente

Medida de Complejidad Estadistica.

3.3. Medida de Informacion de Fisher

El nimero de informacion de Fisher es un concepto de la estadistica inferencial
presentado hace casi 100 anos por uno de los fundadores de la misma, R.A. Fisher
(RA Fisher [1922]).

En este articulo, Fisher expone que uno de los principales problemas a resolver
de la estadistica es reducir una gran cantidad de datos a unas relativamente pocas
cantidades que contengan la informacién relevante del todo. Propone construir una
poblaciéon hipotética e infinita, en la cual los datos obtenidos provienen de una
muestra de esta poblacién. La ley de distribucion de esta hipotética poblacién esta
definida por relativamente pocos parametros que son suficientes para describirla
exhaustivamente en lo que respecta a la cualidades en las que se esta interesado
estudiar.

Supongamos que X es una variable aleatoria cuya distribucién pertenece a la
familia de distribuciones discreta o continua con densidad p(z, ), con 6 € ©, donde
© es un conjunto abierto de R. Sea © = {z1,...x,} la muestra, o el conjunto de

datos independientes observados provenientes de la distribucién p(z, ), entonces é,
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es decir el estimador del parametro que caracteriza a la distribucion, debiera ser el
que maximiza la verosimilitud de la muestra obtenida.

Para encontrar este maximo en p(x, f) basta encontrar el maximo en el In p(z, 0)
que convierte a las multiplicaciones de p(z;, 0) provenientes de la independencia
entre las muestras en sumas mas simples de manejar.

Por lo tanto para maximizar la funcién In p(zx, #) simplemente se la deriva y se

la iguala a cero.

dlnp(x,0) B
=0 (3.5)

81np(1:,91)

—Zt2 ge Jo denomina
90;

Cuando se trabaja con un vector de parametros 6 a cada

score v bajo condiciones muy generales se puede probar que su esperanza es cero:

<8lnp(w,(9i)> _ 5.6

E,
b 00);

7

Las varianzas de estos scores pueden ser vistas como la calidad del proceso de
estimacién del pardmetro (RA Fisher [1922]). Por lo tanto se define al nimero de

informacién de Fisher como:

6lnp(m,9i)> (3.7)

Luego el teorema de Rao-Cramer explicité una cota inferior para la varianza

del estimador,

1
1(6;)

Vi, (0;) > (3.8)

Si 6; es un estimador de 6;, su varianza debe ser mayor o igual que ﬁ. Luego
K2

se puede esperar que cuanto mayor sea I(6;) (como ﬁ serd menor) existe la
1
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posibilidad de encontrar estimadores con menor varianza y por lo tanto mas precisos.
De ahi el nombre de niimero de informacién que se le da a 1(6;). Es decir cuanto
mayor es I(6;), mejores estimadores de 6 se pueden encontrar, y por lo tanto se
puede decir que X brinda més informacién sobre 6 (Yohai and Boente [2004]).
Frieden estudié esta medida para la utilizacién en aplicaciones fisicas (Frieden
[2004]) y se define a la medida de informacién de Fisher asociada a una distribucion

de probabilidades P andlogamente a la Ecuaciéon 3.3
a1 )\
F(P) = / (I”g(;’)) (. 0) de (3.9)

dlnp(X,0) ) :

Notar que la Ecuacién 3.3 es la definicién de la varianza de ( 5

dado que Ey (m%ém’m) =0.

La Medida de Informacién de Fisher como cuantificador de un proceso fisico
descrito por P puede ser vista como una medida del estado de desorden de
dicho fenémeno. Es una medida de informacion local, siendo sensible a pequenas
perturbaciones de la distribucién de probabilidades (Olivares et al. [2012a]), a
diferencia de la entropia que es una medida global de P.

Tomando como punto de partida la ecuaciéon 3.3 y aplicando el método de
diferencias finitas se obtiene la informacién de Fisher discreta (Olivares et al.
[2012b]), es decir la expresion de la informacién de Fisher para el caso de una

funcién de distribucién de probabilidades discreta P, donde P = {p;,i =1,..., N}

N-1
FP) = Fy > [(pie)? = ()7 (3.10)
i=1
donde Fj es una constante de normalizacion,
1 sips=1parai*=10¢"=Nyp =0Vi#i"

Fy = . (3.11)
1/2 caso contrario
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Nuevamente, cuando se usa en P la FDP de BP para describir el proceso, queda
definida la Medida de Informacion de Fisher -F- que es la que se va a usar de aca
en adelante en este trabajo. Este cuantificador tiene la desventaja de depender del
orden de los simbolos 7; en el alfabeto .S,,, que no tienen un orden preestablecido y
puede dar distintos resultados segin se haga la simbolizacién propuesta por Bandt

y Pompe con el mapeo segtin rangos o el mapeo segin el orden cronoldgico.

3.4. Aplicacién: Evaluacién del estado de maqui-
nas rotativas mediante las distintas medidas

de complejidad

3.4.1. Introduccion

Normalmente, el estado de las maquinas rotativas no puede evaluarse
directamente. En su lugar, las senales vibratorias generadas a partir de maquinas
rotativas han sido a menudo medidas y luego analizadas para evaluar el estado de
trabajo de la maquina (Yan et al. [2012]). El procesamiento de la senal para su
estudio en una etapa temprana puede prevenir fallos inesperados evitando posibles
percances como costo de la vida humana, interrupcion de la produccion y otras
pérdidas financieras, y pudiendo permitir un aumento de hasta 30 por ciento en
la productividad de la operacién (Henriquez et al. [2014]). Tanto la friccién, los
golpes, el juego entre piezas méviles, como las fracturas en el banco de soporte
o los sujetadores rotos pueden ocurrir durante la vida 1til de la méquina (Sheng
et al. [2006]). Estas son todas fuentes de vibraciones no estacionarias y no lineales
y por lo tanto, el estudio tradicional de las vibraciones a través de métodos lineales
puede no ser eficaz para detectar cambios dindmicos en la senal.

El uso de medidas de complejidad basadas en la Teoria de la Informacion
ha dado lugar a resultados interesantes sobre las caracteristicas de la dindmicas
no lineales, mejorando la comprension de sus series de tiempo. En particular, la

combinacion de la Medida de Complejidad Estadistica y la Entropia de Permutacion
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permite una buena distincién entre dindmica estocéastica y cadtica y no requieren

la condicién de estacionariedad (Rosso et al. [2012a,b, 2007b, 2013]).

3.4.2. Objetivo

En particular, lo que interesa estudiar es el comportamiento de la transicion
entre una dindmica proveniente de una maquina rotativa balanceada a una dinamica
desbalanceada para poder detectar posibles fallas. Para caracterizar la transicion de
una maquina rotativa entre un estado balanceado y uno desbalanceado se propone

el uso de las medidas de complejidad estudiadas en esta Tesis:

= Entropia de Permutacion, H
» Medida de Complejidad Estadistica, C

= Medida de Informacién de Fisher, F

3.4.3. Preparacion del experimento

Una maquina rotativa estd formada por una serie de componentes que
interactian entre si cuando la maquina esta operativa. La sefial vibratoria obtenida
en este estado es compleja debido a que en la mediciéon hay fuertes ruidos de
interferencia. También, la vibracion resultante se vuelve mas compleja cuando
hay fallas en un componente (Yan et al. [2012]). Se han realizado una serie
de experimentos, en el Laboratorio de Materiales (CEMAT), en el Instituto
Tecnol6gico de Buenos Aires (ITBA) para obtener dichas senales vibratorias. Un
banco especificamente disenado (ver Figura 3.1) para simular diferentes condiciones
de falla en una maquina rotativa se utilizé para las mediciones.

Un motor eléctrico marcado como (4) en la Figura 3.1 estd conectado a un eje
a través de una junta universal. El eje est4 montado en dos cojinetes (5) y (9) y se
le han acoplado dos discos de aluminio perforados (7) y (8) en los que pueden ser
aplicadas cargas excéntricas desbalanceadas. Las fijaciones de los cojinetes estan
atornillados a una base que puede estar desalineada. E1 VED (2) permite regular

la velocidad del motor. El dispositivo de medicién (1) o VDL es un DSP Logger



3.4 Aplicacién: Evaluacién del estado de maquinas rotativas mediante las distintas
medidas de complejidad 46

Figura 3.1 Banco de Vibracién. Componentes Principales: (1) VDL (Vibration
Data Logger). (2) VFD (Vibration Frequency Drive) (3) Banco. (4) Motor eléctrico.
(5) Cojinete 1. (6) Acelerémetro. (7) Disco Balanceado 1. (8) Disco Balanceado 2.
(9) Cojinete 2
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MX 300 con un acelerémetro (6) con 10 mV/g de sensibilidad. Esté configurado
para medir el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion y estd acoplado a un
soporte de cojinete mediante un bulén sin cabeza. El motor se puso en marcha y
los valores de las muestras se tomaron a 20 Hz.

Las mediciones de aceleracién (series temporales) se realizaron primero en
condiciones de vacio con el eje desalineado y finalmente se cambié uno de los

cojinetes con otro que estaba erosionado en el anillo exterior.

Las muestras de las sefiales de aceleracion provenientes de la maquina fueron

extraidas bajo diferentes condiciones:

= Funcionamiento en vacio: La maquina estd funcionando en condiciones
normales. El eje esta balanceado. Esta condicion esta etiquetada como Tipo
0. Una senal tipica en estas condiciones se muestra en la Figura 3.2. La
dindmica en esta condicion es bastante regular con variaciones practicamente

periodicas.

= Eje desbalanceado: el eje del motor lleva dos discos de aluminio perforados
en los que pueden ser aplicadas cargas excéntricas (se le agregan tuercas y/o
tornillos) para separar el centro de gravedad del sistema del eje de rotacion.
Como consecuencia de ésto se producen vibraciones en la maquina. Una senal

tipica en estas condiciones se muestra en la Figura 3.3.
Se proponen los siguientes estados desbalanceados:

= Tipo 1: dos masas adicionales, localizadas en las perforaciones externas de

modo coaxial.

= Tipo 2: dos masas adicionales, localizadas en las perforaciones externas, con

un desplazamiento de fase 90°.
= Tipo 3: una tnica masa localizada en la perforacion externa de un solo disco.

= Tipo 4: una Unica masa localizada en la perforacién interna de un solo disco.
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Figura 3.2 Serie de tiempo correspondiente a una maquina
balanceada. A esta condicién se la denota como de Tipo 0.

rotativa
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Figura 3.3 Serie de tiempo correspondiente a una maquina rotativa
desbalanceada. A esta condicién se la denota como de Tipo 1.
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= Tipo 5: como el Tipo 3 pero con la masa localizada en la perforacién con un

desplazamiento de fase 90°.

= Tipo 6: como el Tipo 4 pero con la masa localizada en la perforacién con un

desplazamiento de fase 90°.

Todos los ensayos fueron realizados a una frecuencia de 20 Hz y el acelerémetro
fue siempre colocado en el primer cojinete, el mas cercano al motor. Para cada
estado, series de tiempo de 1024 puntos fueron tomadas. Seis senales diferentes
(series de tiempo) fueron generadas conectando una sefial de Tipo 0 con las distintas
senales del Tipo 1-6, para obtener distintas fallas del tipo abrupto. En la Figura
3.4 se presentan las seis series de tiempo a ser analizadas. En todas las Figuras, la
linea vertical punteada representa el instante que falla (punto 1024) a partir del

cual la dinamica de la méaquina rotativa cambia de balanceada a desbalanceada.

3.4.4. Resultados

Las seis senales que se muestran en la Figura 3.4 fueron analizadas usando las

estimaciones de las medidas de complejidad asociadas a la FDP de BP.

A

» La Entropia de Permutacién, H# = H,(P)
s la Medida de Complejidad Estadistica, c=cC (f’)
= la Medida de Informacién de Fisher, F = F(P)

Las distintas medidas fueron evaluadas en ventanas de longitud N = 512 datos,
desplazandolas de a un punto con un solapamiento 6 = 1 dato. Para la simbolizacion
al alfabeto de Bandt y Pompe se tom¢é una dimensién de embedding de m =4 y
retardo de tiempo 7 =1 (ver Capitulo 2).

La evolucién en el tiempo de las tres medidas de complejidad se muestran en las
Figuras 3.5 a 3.7. Cada punto representa el valor de la medida en la correspondiente
ventana de tiempo. En estas tres Figuras se pueden ver tres zonas distinguibles de
comportamiento. La primera puede ser asociada al comportamiento balanceado

(senal pura de Tipo 0), que corresponde a las ventanas de tiempo 1 a 512, la
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Figura 3.4 Series de tiempo correspondientes a la maquina rotativa con
distintos tipos de fallas abruptas. La linea vertical punteada representa el
instante que falla (punto 1024) a partir del cual la dindmica de la maquina rotativa

cambia de balanceada a desbalanceada.
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segunda es una zona de transiciéon entre las ventanas 513 a 1024, y una tercera
zona asociada al comportamiento desbalanceado (seniales pura del Tipo 1 al Tipo
6) entre las ventanas 1025 a 1537.

La Entropia de Permutaciéon puede detectar efectivamente cambios en la
dindmica de una maquina rotativa en concordancia con estudios previamente
realizados (Yan et al. [2012]). Lo mismo es vélido para las otras medidas de
complejidad basadas en la FDP de BP, la Medida de Complejidad Estadistica y
la Medida de Informacion de Fisher. Todas las senales analizadas presentaron
un comportamiento pseudo-periédico o periédico ruidoso. En particular este
comportamiento es mas evidente en el caso de la senal balanceada (senal Tipo 0,
ver Figura 3.2) que es caracterizada por una entropia baja, una complejidad media
y una medida de informacién también media. Este comportamiento es compatible
con el grado medio de orden en el sistema reflejado en la senial al mirar la Figura
3.2.

En contraste, un comportamiento funcional desbalanceado (seniales del Tipo 1
a 6) es caracterizado por un alto valor de 7—2, un bajo valor de ¢ y también un bajo
valor de F. Es decir que un comportamiento ruidoso y un sistema desordenado
pueden ser asociados a comportamientos desbalanceados.

El Cuadro 3.1 presenta las medias y las desviaciones estandar para los valores
de las tres medidas de complejidad. Para la senal de Tipo 0 se tomaron los valores
correspondientes a las ventanas de tiempo 1 a 512 y para las seniales de Tipo 1 a 6
se tomaron los valores de las ventanas de tiempo 1025 a 1537.

Se puede notar que el comportamiento de estas tres medidas para cada tipo de
senal es bastante estable, como se puede ver en las Figuras 3.5 a 3.7 y también en
el Cuadro 3.1.

En estas Figuras ( 3.5 a 3.7) se puede observar que la zona de transicién (entre
las ventanas 513 a 1024) esté caracterizada por un réapido incremento del valor de
H y una rapida disminucién del valor de ¢ y F , comportamiento compatible con

el incremento del grado de desorden inducido por el desbalanceo.
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Figura 3.5 Evolucién en el tiempo de la Entropia de Permutaciéon #, en
ventanas de tiempo solapadas de longitud N = 512 observaciones y solapamiento
0 = 1 observacién, para las seis senales presentadas en la Figura 3.4. La FDP de BP
fue evaluada para una dimension de embedding m = 4 y retardo de tiempo 7 = 1.
Las lineas verticales representan los cambios de estado de los tres comportamientos
diferentes: Tipo 0 puro, transicion y Tipo 1-6 respectivamente.
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Figura 3.6 Evolucién de la Medida de la Complejidad Estadistica para
los seis tipos de fallas abruptas en la maquina rotativa. Idem a Figura
3.5 para la Complejidad Estadistica, C.

| | H [SE#H)|[ € [SEC) | F | SE(F) |
Tipo 0 | 0.46212 | 0.00307 | 0.28622 | 0.00116 | 0.37958 | 0.00941
Tipo 1 | 0.90437 | 0.00341 | 0.11385 | 0.00431 | 0.16037 | 0.00753
Tipo 2 | 0.95265 | 0.00521 | 0.06359 | 0.00709 | 0.09828 | 0.01232
Tipo 3 | 0.96190 | 0.00464 | 0.05119 | 0.00617 | 0.08094 | 0.01133
Tipo 4 | 0.95495 | 0.00501 | 0.05880 | 0.00607 | 0.07898 | 0.00720
Tipo 5 | 0.96145 | 0.00225 | 0.04979 | 0.00298 | 0.06860 | 0.00420
Tipo 6 | 0.96002 | 0.00388 | 0.05278 | 0.00452 | 0.07883 | 0.00541

Cuadro 3.1 Media y error estindar para las distintas medidas de
complejidad. Media y error estandar para: Entropia de Permutacion, H:
Complejidad Estadistica, C; Medida de Informacién de Fisher , F para las distintas
zonas de comportamiento de la maquina rotativa, con la FDP de BP evaluada para
m =4y 7 =1, de las ventanas 1 a 512 para la sefial de Tipo 0 y de las ventanas
1025 a 1537 para las senales de Tipo 1 a 6.
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Figura 3.7 Evoluciéon de la Medida de Informacion de Fisher para los
seis tipos de fallas abruptas en la méguina rotativa. Idem a Figura . 3.5
para la Medida de Informaciéon de Fisher, F.
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Teniendo en cuenta estos hechos, se puede proponer un método simple y rapido
para la deteccion del cambio de comportamiento de un motor en funcionamiento,
mediante el monitoreo de estas medidas de complejidad. Es interesante notar que
la inclusion de la Medida de Informacion de Fisher para la caracterizacion de las
seniales vibratorias de las maquinas rotativas puede ayudar a estudiar cambios
locales en la FDP extraida de la senal y puede ser un factor importante en la
deteccion de la razén de la falla, discriminando cambios locales de cambios globales

en dicha FDP extraida de la senal.



Capitulo 4

Influencia de la distribucion
marginal de los datos en la

Entropia de Permutacion

4.1. Introduccion

Como se menciona en los Capitulos 2 y 3, el uso de cuantificadores basados
en la Teoria de la Informacién ha llevado a resultados interesantes con respecto
a la caracterizacion de dinamicas no lineales, mejorando la comprension de sus
series temporales asociadas. En este Capitulo se introducira la representacion de la
Entropia de Permutacion -H- (Capitulo 2) y la Medida de Complejidad Estadistica
-C- (Capitulo 3) en un plano informacional H x C que es muy util para distinguir
entre dinamicas cadticas y estocésticas.

Una vez hecho este andlisis preliminar de la dindmica, uno puede empezar
a preguntarse acerca de como se distribuyen marginalmente los datos y si estos
cuantificadores nos dan alguna informacion acerca de dicha distribucién. Varios
trabajos han sido presentados tratando de responder dicha pregunta: se estudié el
comportamiento de H y C para el ruido no Gaussiano del tipo % y el Movimiento
Browniano Fraccionario (Rosso et al. [2010a, 2007b]) y se estudiaron curvas teéricas

de H para el Movimiento Browniano Fraccionario y ruido Fraccionario Gaussiano
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(Zunino et al. [2008a]). También se aplicé el plano informacional H x C en procesos
estocasticos no Gaussianos en general (Rosso et al. [2007b]), y H se aplicé en series
de tiempo Gaussianas (Rosso et al. [2010a]).

De esta manera surge la siguiente pregunta: ; La metodologia de Bandt y Pompe
es util para caracterizar la distribucién de probabilidad marginal de un proceso
estocastico?. La respuesta a esta pregunta también dard informacion acerca de si la
Entropia de Permutacion se ve afectada por la distribucién marginal de los datos.

Esto se aborda en este Capitulo mediante la simulacién de procesos
autorregresivos Gaussianos y no Gaussianos de orden 1 y comparando la FEntropia
de Permutacion ‘H con la entropia de Shannon derivada del histograma de los datos
(que se denominard Entropia de Amplitud -H,-), mediante un novedoso plano
H x H,, que dard tanto informaciéon acerca de la estructura de autocorrelacion
como de la distribucion marginal de los datos. En estos procesos simulados tanto la
estructura de correlacion asociada como la distribucion de probabilidad estan bien
establecidas y dicha estructura de correlacion es facilmente manipulable a través del
parametro de correlacion. Aunque los procesos autorregresivos Gaussianos son bien
conocidos (Box et al. [2015]), este no es el caso de los procesos autorregresivos no
Gaussianos. Sin embargo, tltimamente una serie de trabajos en distintos campos de
la ciencia y tecnologia tan diversos como generadores de niimeros pseudoaleatorios
(Lawrance [1992]), modelado de transacciones financieras espaciadas irregularmente
(Engle and Russell [1998]), modelado de la volatilidad de la tasa de cambio entre
monedas (Hafner [2013]), estudios del sistema nervioso (Farashi [2015]) y andlisis

de senales de voz (Ishizuka et al. [2005]) entre otros, incitan su estudio.

4.2. Plano Informacional Entropia - Compleji-

dad

La Medida de Complejidad Estadistica es una funcién no trivial de la entropia
([Rosso et al., 2010a]) debido a que es la interaccion de la cantidad de informacién

contenida en un sistema descrito por P y la distancia al equilibrio P,. De este modo,
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dado un valor de la entropia Hy la complejidad se encuentra dentro de dos cotas,
una minima Cl,;, (dado Hp) y una maxima Ci,., (dado Hg) que en el caso de
utilizar como P a la FDP de BP dependen de la dimension de embedding m elegida
para el calculo. De esta manera la Medida de Complejidad Estadistica provee
informacion adicional importante relacionada a la estructura de correlaciones entre
los componentes del sistema fisico. La localizaciéon de sistemas dinamicos en el
plano entropia-complejidad (H x C) ha sido utilizado en el estudio y visualizacion

de cambios en la dindmica del sistema ([Rosso et al., 2007b]).

4.3. Entropia de Shannon aplicada al histograma

Anteriormente se definio6 la entropia de una funcién de densidad de probabilidad

continua como:

S(f) = = [ f w(f) do. (41)

Y cuando P = {p;; i =1,--- , N}, con =¥, p; = 1, es una FDP discreta, con
N cantidad de estados posibles del sistema en estudio, se definié en el Capitulo 2

la Entropia Informacional de Shannon normalizada como:

HP) = S(P)/Spax = {—2} i ln(pi)}/Smax, (4.2)

donde el denominador S, = S(P.) = In N es el obtenido mediante la distribucién

uniforme discreta Po = {p; = 1/N, Vi =1,--- | N}. De esta manera, 0 < H < 1.

Sea una {z;}er una posible realizacién de un proceso generador de datos
{&X, }er en forma de una serie tiempo a valores reales de largo 7. Como no hay una
unica manera de computar el set P para cada proceso, una posibilidad es estimar
la FDP mediante un histograma de las amplitudes de sus datos, y pensar en cada
intervalo de este histograma como un posible estado del sistema bajo estudio. La
primera medida es definir la cantidad de intervalos del histograma, y si bien en

la literatura hay diferentes reglas posibles para su determinacién, en esta Tesis se
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utilizara la regla de Scott (ver el Apéndice B para el fundamento de esta decisién).
Habiendo definido la cantidad de intervalos N, se puede definir una funciéon de
distribucién de probabilidades P, = {p;; i = 1,--- , N}, siendo p; la probabilidad
de que X; pertenezca al intervalo 7.
Dada una realizacion {z;}ier, la estimacion natural de estos p; es la siguiente:
S+ 1 (z, pertenece al intervalo 1)

p; = , 4.3
P T—m+1 (4.3)

quedando P, = {pi; i=1,---, N} como la estimacién de P,

Si se aplica en la Ecuacién 4.2 la funcion de distribucion de probabilidades P,
queda definida la Entropia Informacional de Shannon aplicada al histograma, o
Entropia de Amplitud -H,-.

Se puede ver que la ubicacién temporal de los datos no afecta el calculo de esta
entropia, mientras que la Entropia de Permutacion no tiene en cuenta la amplitud

de los datos excepto por el valor relativo con respecto a sus vecinos.

4.4. Procesos Estocasticos Autorregresivos

Un proceso estocastico lineal general se describe de tal manera que se supone
que la serie de tiempo es generada por una sumatoria lineal de perturbaciones
aleatorias (Box et al. [2015]). Un modelo ampliamente utilizado es el autorregresivo
de orden p,

2= G121+ Paz—2 + o+ Gpzip + @y (4.4)

donde el valor actual de z; es expresado como una sumatoria finita de los valores
previos del proceso {z;_1, 242, - , z1_p} y una perturbacién a,, tal que para todo

t tiene media 0 y varianza finita o2.

Si z; es estacionario en el sentido amplio (i.e la media u y la varianza 2 no
dependen del tiempo), la autocorrelacién entre z; y z sélo depende del retardo
entre t y s. De esta manera la autocorrelacion puede ser expresada como funciéon

del desfase entre observaciones (v =t — s):
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E(z — p) E(z—y — )

2
0%

R(v) =

Por simplicidad R(v) = p, por ejemplo R(1) = p(ry,ri41) = p1.

Se simularan tres tipos de procesos autorregresivos: el Normal o Gaussiano,
el Exponencial y el Uniforme. La diferencia entre ellos reside en la forma de
la perturbacion a;, hecha de tal manera que la distribucion marginal de z; sea
la deseada. Por una cuestion de simplicidad los procesos seran de orden p = 1

obteniendo el proceso autorregresivo de primer orden AR(1).

4.4.1. Procesos Autorregresivos Gaussianos de orden 1:

AR(1)

Para el proceso Gaussiano, la Ecuacién 4.4 toma la forma:

2= Q121 + ay (4.6)

donde el valor actual de z; es expresado como una sumatoria finita de los valores
previos del proceso {z;_1, 292, -+, 2—p} y una perturbacion a;, independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.) con una distribucién marginal Normal de media

0 y varianza o2. Para este proceso, p; = ¢.

4.4.2. Procesos Autorregresivos Exponenciales de orden 1:

NEARA(1)

Muchas series de tiempo a valores positivos tienen una distribuciéon marginal
Exponencial (Farashi [2015]; Hafner [2013]). Cuando la variable aleatoria z; tiene
una distribucién marginal Exponencial de parametro A, el proceso autorregresivo

lineal de la Ecuacién 4.4 toma la forma:
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21 cpa
2y = ap + (47)
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donde “c.p” significa con probabilidad, a > 0 y g > 0 son parametros tal
que p; = af, siempre y cuando o y [ no sean ambos iguales a 1. a; tiene una
distribucion Exponencial partida, donde los e, {t = 0,1, 2..} son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas Exponenciales con pardmetro A > 0
de tal manera que z; es Exponencial de parametro \.

Notar que si a y 3 son iguales a cero, los z; son Exponenciales independientes.
Como a y 3 son no negativas, con este método las autocorrelaciones p, = ()"
son positivas y geométricamente decrecientes. Esto es distinto al proceso Gaussiano
AR(1) donde p; puede ser negativo. Para extender los modelos exponenciales a
estas posibilidades, dos secuencias z; y z; se construyen cruzadas, las cuales incluyen

variables antagénicas, desarrollando el modelo NEARA(1) (Lawrance and Lewis

[1981)).

4.4.3. Procesos Autorregresivos Uniforme de orden 1:
UAR(1)

Otro modelo autorregresivo de orden 1 no Gaussiano de interés es aquel que su
distribucién marginal es la Uniforme. El modelo responde a:
1

2y = %Zt,1 + ay (49)

con k > 2. Se demostr6 que z; tendria una distribucién marginal uniforme (0, 1)
si las perturbaciones a; son independientes con la distribuciéon presentada en el

Cuadro 4.1 donde k € {2,3,...} y p1 = 1/k (Chernick [1981]). Este modelo se llama
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UAR(1) y tiene la autocorrelacion de retardo r: p, = p" = (1/k)". Si py es —1/k se

obtienen resultados similares para series correlacionadas negativamente

@ | 0 1/k 2/k ... (kl)/k
Pla) | 1/k 1/k 1/k ... 1jk

Cuadro 4.1 Distribucién Uniforme discreta para las perturbaciones a; en
el modelo UAR (1) k € {2,3,...}.

4.5. Resultados Numéricos

Los procesos presentados en la Seccion previa fueron simulados variando el valor
de la autocorrelacion. El codigo utilizado para la programacion de las simulaciones
de los procesos autorregresivos no Gaussianos se presenta en el Apéndice C, y fue
desarrollado especialmente para esta Tesis.

Para el proceso Gaussiano nueve series de tiempo autocorrelacionadas

positivamente y nueve negativamente fueron simuladas con

p1 = +{0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,6,0,7,0,8,0,9}

y ademas para p; = 0, el bien conocido ruido blanco Gaussiano. Todos estos
procesos fueron simulados de tal manera que los a; tengan 0 =1y p = 0.

Los procesos Exponenciales fueron simulados con o y 3 tal que

p =1{-0,2,-0,1,0,125,0,25,0,5,0,75}

mas el ruido descorrelacionado con distribuciéon exponencial.

Los procesos autorregresivos Uniformes fueron simulados para

p1=+{1/2,1/3,..,1/9}

més el ruido descorrelacionado con distribuciéon uniforme. Todas las series tienen

un largo de T’ = 10°
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A todos ruidos se les calculo:

= la Entropia Permutacién, # = H(P) (Capitulo 2)

= la Medida de Complejidad Estadistica, C = C(P) (Seccién 3.2)
= la Entropia de Amplitud , #, = H(Pa) (seccién 4.3).

Donde P es la estimacién de la FDP de BP v P, es la estimacién de la
FDP derivada del histograma. Primero se analiz6 la ubicaciéon de estos procesos
en el plano H x C (Figura 4.1) Dicha localizacién planar estd en concordancia
con las otras previamente reportadas (Rosso et al. [2007b]). Hay que resaltar
que la localizacion de los procesos autorregresivos Gaussianos y no Gaussianos
coincide. Las series con autocorrelacién cero (secuencias de niimeros aleatorios
no correlacionados) Uniformes, Exponenciales o Gaussianas, estdn localizadas en
la misma regién (H,C) = (1,0), con maxima entropia y minima complejidad. A
medida que aumenta la autocorrelacién (en valor absoluto) aumenta C y disminuye
#L. Los tres procesos son mayormente indistinguibles en el plano informacional H xC,
especialmente para valores chicos de autocorrelacién. Por lo tanto la distribucion
marginal de probabilidad de los datos no influye en la localizacion del proceso en
el plano informacional H x C. Esto se debe a que la metodologia para estimar los
p(m;) de la FDP de BP tiene en cuenta la estructura de correlaciones de la serie
de tiempo pero pierde la informacion acerca de la distribucion de probabilidad
marginal del proceso generador de datos.

Este hecho puede ser observado en la Figura 4.2 donde se presentan los tres
histogramas para la FDP de BP de los ruidos no correlacionados (pr = 0 Vk).
Como se puede observar los tres histogramas son indistinguibles, fundando la
sospecha de que H no es capaz de discriminar entre distribuciones de probabilidad
marginales distintas, o visto desde otro punto de vista, la distribucion marginal de
los datos no afecta a la estimacion de la Entropia de Permutacion.

Para obtener una mejor caracterizacion de la serie de tiempo de una manera
simple mediante cuantificadores, se presenta el novedoso plano H x H, (Figura 4.3).

En este plano, los procesos estocasticos simulados estan claramente diferenciados
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Figura 4.1 Localizacion de los procesos autorregresivos en el plano H x C
con m = 4,7 = 1, cuadrados: Exponenciales con parametro A = 1, circulos:
Normales Estdndar (Gaussianos) y tridngulos: Uniformes [0, 1]. Los colores més
oscuros representan mayores valores absolutos de autocorrelacion. Se presentan
valores promedios de 10 simulaciones con distintas semillas. Las curvas rojas
continuas representan la curvas de maxima y minima Complejidad Estadistica,
Cinaz Y Cmin, para una Entropia de Permutacion dada H. La localizacién en este
plano depende del tipo de dindmica del proceso (estocéstico o deterministico) y
de la estructura de correlacion del mismo. Se puede ver que la distribucion de
probabilidades marginal de los datos no es un factor en la ubicacién en este plano
por lo que se presenta el nuevo plano H x H, en la Figura 4.3.
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Figura 4.2 Las series de tiempo de los procesos autorregresivos y sus FDP
de BP. Las series de tiempo con autocorrelacion 0 simuladas y las estimaciones
de sus funciones de distribucién de probabilidad usando la metodologia de Bandt
v Pompe para las tres familias de procesos estocésticos, en rojo: la Exponencial
de pardmetro A = 1, en verde: Normal Estdndar y en azul claro: la Uniforme[0, 1].
Las tres FDP de BP son indistinguibles

tanto en el eje x (H) como en el eje y (H,). Cuanto mayor es el coeficiente de
autocorrelacién en valor absoluto (mds estructura de correlacién), menor es la
Entropia de Permutacion # mientras que la Entropia de Amplitud 71, se mantiene
constante . Por otro lado cuanto mas simétrica y menos curtosis tiene la distribucion
de probabilidad (més se asemeja a una uniforme) mayor es #, . Por lo tanto la
ubicacion de una serie de tiempo en este plano puede dar informacion acerca del
proceso generador de datos, no sélo de la estructura de correlacién temporal (H)

sino también de la distribucién de probabilidades marginal(H,,).
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Figura 4.3 Localizacion de los procesos autorregresivos en el plano H x H,,
cuadrados: Exponenciales con pardametro A = 1, circulos: Normales Estandar y
tridngulos: Uniformes [0, 1]. Los colores més oscuros representan mayores valores
absolutos de autocorrelaciéon. Las lineas punteadas indican la entropia tedrica para
distribucién dada (Exponencial en rojo, Normal Estandar en verde y Uniforme en
azul). Los procesos estan claramente diferenciados tanto en el eje x -H- como en
el eje y -H,-. La Entropia de Amplitud -H,- depende principalmente de la forma
de la distribucién de probabilidades marginal de los datos y en menor medida de
cémo fue construido el histograma, es por esto la variacion entre los procesos. Sin
embargo esta perturbacion no interfiere en la discriminacién de los procesos con
distribuciones marginales diferentes.
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4.6. Conclusiones del Capitulo

Se introdujo un nuevo plano informacional, H x H,, que es muy simple y rapido
de computar. Este plano complementa al plano H x C dando informacién global
acerca de la familia de distribuciones obteniendo una descripcion mas completa

del proceso generador de datos.



Capitulo 5

Influencia de los datos repetidos

en la Funcion de Distribucion de
Probabilidades de Bandt y

Pompe

5.1. Introduccion

En el articulo donde se introdujo la Entropia de Permutacion se establecid
como condiciéon para su estimacion que los datos de la serie de tiempo provengan
de un proceso generador de datos continuos, y por lo tanto la probabilidad de que
dos nimeros sean iguales dentro de un vector de embedding es cero (Bandt and
Pompe [2002]). Las metodologias de simbolizacién propuestas en el Capitulo 2 se
basan en este supuesto y no pueden ser utilizadas en caso de empates en los rangos
(R(zs) = R(x,) parar # s donde xs y x, pertenecen al mismo vector de embedding
Xt(m)). En el improbable caso de que existan valores repetidos, se ha sugerido o bien

ignorar estos patrones que los contengan, ya que su cantidad seria insignificante y
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no alteraria la distribucion de probabilidades asociada, o simplemente agregar una
pequena perturbacién aleatoria.

Desafortunadamente, datos experimentales digitalizados con una relativa baja
resolucion pueden tener una cantidad no despreciable de vectores de embedding
con valores repetidos y consecuentemente la estimacion de la FDP de BP puede
verse significativamente afectada. Se mostré que las distintas maneras de abordar
esta problematica generan sesgos en la estimacion de la FDP de BP y por lo tanto,
la manera de tratar datos con posibles igualdades en sus valores debe ser estudiada
con cuidado ([Zunino et al., 2017]).

Las series de tiempo con valores repetidos pueden ocurrir por dos razones.
O bien la serie de tiempo proviene de un proceso generador de datos discretos,
por ejemplo un proceso de Poisson autorregresivo donde la probabilidad marginal
es de una familia de distribuciones de Poisson (McKenzie [1988]), o la serie de
tiempo viene de un proceso generador de datos continuos pero debido a una falta
de precision del artefacto de medicién se obtiene una version truncada de los datos.

Muchos articulos han sugerido modificaciones en la estimacion de la Entropia
de Permutacion para tratar con estos datos repetidos. Una manera es extendiendo
el alfabeto simbodlico presentado por Bandt y Pompe para incluir estos patrones
(Bian et al. [2012]) y la otra es estableciendo nuevas reglas artificiales para ordenar
los datos (Parlitz et al. [2012]).

En esta Tesis se propone una nueva metodologia para resolver este problema.
Esta metodologia propuesta, la Imputacion Basada en la Muestra, usa la
informacién de la propia serie de tiempo para tratar con los valores repetidos
dentro de los vectores de embedding. Se asume que hay una serie de tiempo
subyacente (no observada) a valores continuos y los datos observados son una
version no fiel (de acd en adelante se la denominara version corrupta) de dicha serie.
Con esto en mente se propone reconstruir los verdaderos vectores de embedding
subyacentes usando la informacion presente en los vectores de embedding con datos
corruptos, mediante una adecuada distribucion de probabilidades. De este modo es

que se puede ver como una Imputacién Basada en la Muestra. También se muestra
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numéricamente que si bien esta metodologia fue concebida para datos adulterados
debido al proceso de medicién provenientes de un proceso generador de datos
continuos, funciona notablemente bien cuando los datos son discretos desde su
origen, como se puede ver en la Seccion 5.5.2 de los nimeros trascendentales.
Este Capitulo tiene un doble objetivo, el primero es hacer un exploracién
exhaustiva de todos los métodos existentes en la literatura que intentan lidiar con
esta problematica y el segundo es introducir este nuevo método basado en la muestra
para tratar con datos repetidos. Se compararan luego todas las metodologias

presentadas mediante dos simulaciones:

= Se tomaran series de tiempo provenientes de mapas cadticos conocidos con
una precision de 15 decimales, que no presentan vectores de embedding con
componentes repetidas y luego, a cada serie de tiempo se le truncaran sus

valores a 1 decimal emulando un instrumento de medicion de baja resolucion.

= Las series de tiempo provenientes de la expansién decimal de tres ntimeros
irracionales conocidos: 7, v/2 v e, que presentan vectores de embedding con
componentes repetidas que son una caracteristica propia de la serie de tiempo

analizada.

5.2. El problema que representan los datos
repetidos

Con la condicién P(z, = x;) = 0 V r # s establecida por Bandt y Pompe al
presentar la Entropia de Permutacion todos los vectores de embedding Xt(m) tienen
m valores tinicos (sin repetirse), y los dos mapeos, segin los rangos y segin el
orden cronolégico (ver Capitulo 2) conducen al mismo resultado para el célculo
de la Entropia de Permutacién para cualquier realizacién de una serie de tiempo
{Xier.

Como se indico en la Introduccion de este Capitulo, en muchas de las series de

tiempo reales esta condicién no se cumple, por lo que una cantidad significativa
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de los vectores de embedding Xt(m) de esta serie de tiempo pueden tener valores
repetidos y ninguno de los mapeos presentados puede ser usado para transformar a
estos Xt(m) en algin m; € §,,. Por esta razén, diferentes metodologias para tratar
con este problema fueron desarrolladas.

En esencia hay dos estrategias para lidiar con el problema de los valores repeti-
dos en los datos cuando se quiere estimar la Entropia de Permutacion. La primera
asume que el proceso es de hecho continuo, por lo que los vectores de embedding con
estas repeticiones presentan en realidad informacion faltante, y derivan de vectores
originales sin valores repetidos. La segunda no hace esta suposicion y extiende el
alfabeto para incorporar estos patrones a la dinamica propia del proceso e ignora
la restriccion impuesta iy # i; Vi # j para m; = (41,12, ...,0m) € Sy y permite
que ix = 1; para ¢ # j. Estos alfabetos tienen mas simbolos que el original (m!) y
varian sustancialmente de acuerdo a si son construidos con el mapeo segtin rangos

o el mapeo segun el orden cronolégico (Cuadro 5.1).

Alfabeto m=3 | m=4 | m=5 | m=6
Original 6 24 120 | 720

Extendido segiin mapeo cronolégico | 13 73 501 | 4051

Extendido segin mapeo de rangos 13 75 541 | 4683

Cuadro 5.1 Cantidad de simbolos 7; para la dimensién de embedding m
para cada alfabeto estudiado en esta Tesis. Mientras que para el alfabeto
regular, la cantidad es m!, el nimero de simbolos del alfabeto extendido segtin
el mapeo cronolégico es mucho mayor (ver [Bian et al., 2012] para la férmula
explicita), y mayor atin es la cantidad del alfabeto extendido segtn el rango que
responde a la féormula del nimero de Bell ordenado B,,.
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5.3. Los patrones con valores repetidos como

posibles estados del sistema: Extendiendo

el Alfabeto Simbodlico

Si los vectores de embedding que tienen componentes con valores iguales son
caracteristicos del proceso generador de datos, un mapeo de los valores iguales
en {x;}ier a una similar representacién de un simbolo 7 puede ser tenido en

consideraciéon, ampliando alguno de los alfabetos presentados en el Capitulo 2.

5.3.1. Alfabeto extendido segtin mapeo cronolégico

Este alfabeto se presentd para utilizarlo en el calculo de lo que dieron en llamar
Entropia de Permutacion Modificada (Bian et al. [2012]) . Como en el alfabeto
original que se mapea segtn el orden cronolégico, los valores de Xt(m) se ordenan
de manera creciente: Tprijg—1 S Tigijg—1 S 00 < D 1

Normalmente, cuando no hay valores iguales, x;,;, 1 es representado por i, en
el simbolo ;.

Sin embargo, cuando se producen igualdades, dichos valores iguales son
mapeados al mismo simbolo, que es el indice mas pequeno ¢, de ellos. Por ejemplo,
SUZppij—1 = Tigijp—1 Y b1 < Lja, ambos Tirij—1 Y Tegijn—1 SON representados por
tj1 en el simbolo 7;. El correspondiente simbolo de patrén Xt(m) es definido como:
Wi:(il ’ig ijl ijl Zm)

Por ejemplo, si tomamos la serie:

X, =(2,5,1,2,7,1,1,3,1) T =9 (5.1)

y tomamos el vector de embedding X1(5) =(2,5,1,2,7), éste se mapea al simbolo

m = 31125. Mientras que XéS) =(1,1,3) y Xé4) = (1,3,1,1) se mapean a los
simbolos m = 113 y m = 1112 respectivamente.
Este alfabeto modificado, mapeado segtn el orden cronolégico resulta en un

alfabeto con mas simbolos que el original por lo que caracteriza mas estados posibles
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que el alfabeto de Bandt y Pompe (ver [Bian et al., 2012] para la férmula explicita
de la cantidad de simbolos para cada m).

Para estimar la distribucién de probabilidades asociada al proceso, se calculan
las frecuencias de aparicién de cada simbolo y su correspondiente probabilidad
estimada de aparicion de manera analoga a la Ecuacién 2.5 del Capitulo 2.

Una caracteristica fundamental de un mapeo de patrones (cada vector de
embedding identifica un patrén) a simbolos es que es una trasformacion 1 a 1. Es
decir, partiendo de la secuencia de simbolos se deberia reconstruir sin ambigiiedades
la secuencia de patrones de la cual proviene. El alfabeto extendido segin el orden
cronologico no cumple con esta importante premisa. Si bien para la dimensién
de embedding m = 3 la transformacién es 1 a 1, para m = 4 hay dos casos
donde distintos patrones en Xt(m) son mapeados al mismo simbolo, imposibilitando
cualquier reconstruccion (ver Cuadro 5.2). A medida que la dimensién de embedding
m crece, la cantidad casos en donde los patrones son mapeados al mismo simbolo
también crece. De hecho, esta cantidad puede ser cuantificada en el Cuadro 5.1
mediante la diferencia entre la cantidad de simbolos que posee el alfabeto extendido
segin rangos (presentado en la proxima Seccion) y este alfabeto extendido. De
esta manera para esta Tesis, si lo que se desea es extender el alfabeto simbélico
propuesto por Bandt y Pompe, se utilizard el alfabeto extendido segin mapeo de

rangos presentado en la siguiente Seccion.

5.3.2. Alfabeto extendido segtin mapeo de rangos

Una manera de solucionar el problema que presenta el alfabeto extendido de la
Seccion anterior de no proveer una transformaciéon 1 a 1 de patrones a simbolos es
usar el alfabeto extendido segiin el mapeo de rangos. Nuevamente como se indico en
el Capitulo 2 para el alfabeto original segiin rangos, Xt(m) = (T4, Tog1y - oy Torm—1)
puede ser mapeado m; = (R(z441) R(xii2) ... R(T41m)) € Sp. Si existen valores
iguales, estos valores adquieren el mismo rango. Tomaremos la serie anterior como

ejemplo:
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Alfabeto Alfabeto
Patron extendido segiin | extendido segtiin Xt(4)

mapeo cronolégico | mapeo de rangos

T =1122 = 1313 xW

r=1331 xW

T = 2211 7 = 3131 xW

7= 3113 xW

Cuadro 5.2 El alfabeto extendido segiin el orden cronolégico y sus
ambigiiedades. Una caracteristica fundamental de un mapeo de valores a simbolos,
es que es una trasformacion 1 a 1. Es decir, partiendo de la secuencia de simbolos se
deberia reconstruir sin ambigiiedades la secuencia de patrones de la cual proviene.
El alfabeto extendido segtin el orden cronoldgico propuesto por Bian et al. [2012] no
cumple con esta importante premisa. Si bien para la dimension de embedding m = 3
la transformacion es 1 a 1, para m = 4 hay dos casos donde distintos patrones en
Xt(4) son mapeados al mismo simbolo, imposibilitando cualquier reconstrucciéon. A
medida que la dimension de embedding m crece, la cantidad casos en donde los
patrones son mapeados al mismo simbolo crece. De hecho, esta cantidad puede ser
cuantificada en el Cuadro 5.1 mediante la diferencia entre la cantidad de simbolos
que posee el alfabeto extendido segin rangos (presentado en la seccién 5.3.2) y
este alfabeto extendido.
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X, =(2,5,1,2,7,1,1,3,1) T =09

Tomemos el vector de embedding Xf’) = (2,5,1,2,7), éste se transforma en el

simbolo m = 24125. Mientras que Xég) =(1,1,3) y X7(3) = (1,3,1,1) se mapean
a los simbolos m = 113 y m = 1411 respectivamente. El problema combinatorio
de determinar el nimero de ordenamientos -w(m)- de m candidatos cuando se
permiten los empates en los rangos (en este caso provenientes de valores repetidos
dentro de un vector de embedding) se denomina nimero de Bell ordenado (Good

[1975]) v se resuelve como:

o0 m

w(m) = Z 4

r+1
r=0 2

(5.2)

Los resultados de la Ecuacién 5.2 para m de 3 a 6 se pueden ver en el Cuadro
5.1. Si bien este alfabeto soluciona el problema mencionado al principio, tiene
muchos mas simbolos que el alfabeto original segtin rangos propuesto por Bandt y
Pompe.

Para estimar la distribucion de probabilidades asociada al proceso, se calculan
las frecuencias de aparicion de cada simbolo y su correspondiente probabilidad

estimada de aparicion de manera analoga a la Ecuacion 2.5 del Capitulo 2.

5.4. Los valores repetidos como informacién

faltante

Si se asume que la serie viene de un proceso generador de datos continuos,
entonces los vectores de embedding con componentes iguales pueden ser pensados
como vectores con informacion perdida (datos faltantes) que derivan de vectores
de embedding originales sin estas repeticiones.

Los datos faltantes son un problema comtn en todos los campos de estudio y
hay varios métodos para manejar este inconveniente: el primero es eliminar todas

las observaciones incompletas (y trabajar solo con los casos completos) y el segundo
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es imputar a estos datos perdidos un valor apropiado para retener la informacion
que si contiene esta observacién (Donders et al. [2006]). Para todos los ejemplos

que siguen se va a usar el alfabeto segin rangos.

5.4.1. Casos Completos

Este método fue originalmente sugerido por Bandt y Pompe y es analogo a
analisis de casos completos de la teoria estadistica. Es simplemente eliminar los
vectores de embedding que contengan datos repetidos.

Por ejemplo para m = 3 la serie X; = (2,5,1,2,7,1,1,3,1)

2,5,1
5,1,2) — 7 = 312,
1,2,7) — 7 = 123,

= (2,5,1) = 7 = 231,
=(51,2)
=(1,2,7)
(2,7,1) — 7 = 231,
= (71,1
(1,1,3)
(1,3,1)

7,1,1) se elimina,

1,1,3) se elimina,

1,3,1) se elimina.
Con los simbolos que representan a los vectores de embedding que no fueron
eliminados se estima la FDP de BP andlogamente a la Ecuacion 2.5 del Capitulo 2.

De esta manera se pierde mucha informacion del proceso subyacente.

5.4.2. Imputaciéon segin el Orden de Aparicion

Es una de las técnicas mas usadas para tratar con patrones con componentes
iguales. Simplemente establece que si dos componentes de un vector de embedding

son iguales, x;, = x4, y t1 < t2 entonces z;, < zy,. Siguiendo el ejemplo anterior,

X® =(2,5,1) —» 7 = 231,
X8 = (5,1,2) - 7 =312,
X¥ =(1,2,7) = 7 =123,
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XP =(2,7,1) = 7 =231,

son mapeados de la misma manera que antes ya que no tienen valores repetidos,

X® =(7,1,1) = 7 =312,

X¥ =(1,1,3) = 7 = 123,

X¥ = (1,3,1) - 7 = 132,

ya que se asume que en caso de empate en rangos, el valor que aparece primero
segun el orden temporal tiene el rango més pequeno.

Con los simbolos que representan a los vectores de embedding se estima la FDP
de BP analogamente a la Ecuacion 2.5 del Capitulo 2. Se ha usado ampliamente
(Cao et al. [2004]; Matilla-Garcia and Marin [2009]; Parlitz et al. [2012]; Saco et al.
[2010]; Zunino et al. [2008b]) pero en ningtn caso se da una explicacién del por

qué de este ordenamiento artificial.

5.4.3. Imputacion al Azar

Bandt y Pompe también recomiendan romper estas igualdades entre valores
anadiendo una pequena perturbacion aleatoria. La amplitud de esta perturbacion
debe ser establecida de modo de no modificar las relaciones ordinales en el vector de
embedding, excepto por aquellos componentes del vector que presenten componentes
iguales.

Esto es equivalente numéricamente a mapear a un vector de embedding con
componentes de igual valor a cualquiera de los posibles vectores “originales” (sin
repeticiones) que pudieran haber derivado en esta observacion alterada, ddndole un
peso -w- igual a cada posible simbolo compatible de tal manera de que los pesos
de los simbolos de dicho vector sumen 1.

Siguiendo el mismo ejemplo,

X® =(2,51) 5 7=231 w=1,
X =512 5r=312 w=1,
XP =127 >5r=123 w=1,
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XP =271 5r=231 w=1,

son mapeados de la misma manera que antes ya que no tienen valores repetidos,

T=312 w=1/2
xX® =(7.1,1) -

T=321 w=1/2
estas son las dos tnicas opciones ya que la primer componente del vector no debe

ser alterada por esta perturbaciéon, y con la misma logica,

T=123 w=1/2
xP=1,1,3) -

T=213 w=1/2

T=132 w=1/2
X®=(1,3,1) >

T=231 w=1/2

Por ejemplo, para m = 3, si los tres valores del vector de embedding son iguales,
por ejemplo X,g,3) = (7,7,7) es mapeado a todos los simbolos con ponderacién

w = 1/6.

La frecuencia relativa de los simbolos para estimar la FDP de BP se hace
analogamente a la Ecuacion 2.5, pero en este caso se tiene en cuenta los pesos de

los mismos para su computo.

5.4.4. Imputacion Basada en la Muestra

La imputacién al azar sugiere que independientemente de la serie de tiempo
bajo estudio, como los vectores de embedding con valores repetidos son el resultado
de una observacion errénea de vectores sin componentes repetidas en la serie
original, deberian ser mapeados a alguno de estos simbolos compatibles con la
misma ponderacion.

En muchas situaciones, técnicas simples para tratar con informacién faltante
(como casos completos o imputacion al azar) en otros campos de estudio producen
resultados sesgados (Donders et al. [2006]), y existen otras técnicas més sofisticadas

con las que se obtienen muchos mejores resultados. Con estas técnicas, a la
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informacion faltante de un sujeto se le imputa un valor predicho por las otras
caracteristicas conocidas de dicho sujeto.

En este trabajo se propone un método similar a la imputacion al azar, pero
en vez de agregar una perturbacién aleatoria que mapea con igual ponderacion
a cualquier simbolo compatible, estas ponderaciones o pesos -w-, son originadas
de acuerdo a una FDP previamente conocida y no son necesariamente iguales. La
FDP propuesta como distribucion a priori es que resulta de computar los p(m;) Vi
con la metodologia de Casos Completos (ver Seccién 5.4.1).

El proceso consiste en ocho pasos

1. Definir la dimensién de embedding m, y definir a S, = {m;} como todas las

m! posibles permutaciones de (1,2,...,m).

2. Mapear todos los vectores de embedding Xt(m) Vt a su correspondiente m; € Sm

de acuerdo al mapeo segin rangos (Capitulo 2).

3. Si hay empate en los rangos de Xt(m) para algun ¢, eliminar dicho vector

(Seccién 5.4.1).
4. Calcular las frecuencias relativas p*(m;) = p(m;) (Capitulo 2).

5. Repetir el procedimiento para los Xt(m) Vt a su correspondiente m; € Sm
de acuerdo al mapeo segiin rangos, pero no eliminar los vectores Xt(m) que

posean valores repetidos.

6. Si el vector Xt(m) no tiene valores repetidos, mapearlo al correspondiente

simbolo 7; € Sm con ponderacion w(m;) =1

7. Si el vector Xt(m) tiene valores repetidos, romper los empates anadiendo
pequenas perturbaciones de manera similar a la Imputacion al Azar (Seccién
5.4.3). Identificar todos los k patrones compatibles m, € Sm y asignarles a
cada uno un peso w(my) = p*(mx)/ Xp (P* (7)) (notar que las probabilidades

p* () son las obtenidas en el paso 4).
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8. Calcular las nuevas probabilidades p(m;),7 = 1...m! resultantes de los
vectores de embedding pero considerando las ponderaciones obtenidas en
los pasos 6 y 7 (w(m;) = 1 si el vector no contiene valores repetidos y

w(m;) # 1 caso contrario).

Como ejemplo de esta metodologia de imputacion basada en la muestra tomemos

la serie

X, =(2,5,1,2,7,1,1,3,1,2,4,5,1,3,2,4,4,2,2,1,0) (5.3)

que se muestra en la figura 5.1.
De manera comparativa el Cuadro 5.3 hace un mapeo de cada Xt(3) de esta

serie de tiempo para cada metodologia presentada en este Capitulo.
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Figura 5.1 Ejemplo de aplicacién de la metodologia basada en la muestra
para tratar con datos repetidos. El grafico de arriba muestra la serie de tiempo
X:=1(2,5,1,2,7,1,1,3,1,2,4,5,1,3,2,4,4,2,2,1,0), el grafico del medio computa
la FDP de BP para una dimensién de embedding m = 3 usando la metodologia de
Casos Completos (Seccion 5.4.1). Notar que usa los 12 patrones que no presentan
datos repetidos. El tercer grafico muestra la distribucion resultante de los 19

vectores Xt(?’) utilizando la metodologia de Imputaciéon Basada en la Muestra.
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T
x® Ext. Ext. Casos Imp Imp. Imp. Basada
! s/ Ord. Cron. | s/ Rangos | Comp. | s/ Ord. | al Azar | en Muestra.

2151 312 231 231 231 2lw=1] 23lw=1
51112 231 312 312 312 32w=1| 312w=1
1127 123 123 123 123 122w=1| 123w=1
2|71 312 231 231 231 2lw=1| 23lw=1

32w=3| 312w=>3
7111 221 311 X 312 391 w=1| 321 w=1

12w=5| 122w=73
1113 113 113 X 123 2N3w=1| 2N3w=1

1B2w=5| 132w=q
1131 112 131 X 132 2Blw=1| 231w=3
31112 231 312 312 312 3J2w=1| 312w=1
21415 123 123 123 123 122w=1| 123w=1
4151 312 231 231 231 2lw=1| 23lw=1
51113 231 312 312 312 32w=1| 3l12w=1
1132 132 132 132 132 Rw=1| 132w=1
3124 213 213 213 213 2Bw=1] 213w=1

12w=5| 122w=>2
21414 122 122 X 123 132w=1| 1320w=1

2lw=5] 23lw=>2
4142 311 221 X 231 321 w=1| 321 w=1

32w=5 | 3l2w=7%
4122 221 311 X 312 321 w=1| 321 w="

2lw=3| 23lw=2
2121 311 221 X 231 321 w=1| 321 w=1
21110 321 321 321 321 Rlw=1| 32lw=1

Cuadro 5.3 Los diferentes vectores de embedding Xt(?’) para la serie de
tiempo X; = 2,5,1,2,7,1,1,3,1,2,4,5,1,3,2,4,4,2,2,1,0) y su mapeo
a simbolos 7; segun las diferentes metodologias usadas para lidiar con
valores repetidos. Extender el alfabeto en cualquiera de sus dos versiones implica
que los valores repetidos en Xt(?’) son patrones que de alguna manera representan
la dindmica del proceso, por lo que son representados por simbolos 7; que tienen
empates. Las cuatro metodologias de la derecha asumen que los vectores Xt(g) con
datos repetidos son casos particulares de observaciones con informacion faltante.
Casos Completos elimina esos patrones y calcula las probabilidades p*(m;) sin ellos.
La Imputacion segun el Orden de Aparicion asume que el primer valor que aparece
es el menor en caso de empate. Finalmente la Imputacion al Azar y la Imputacion
Basada en la Muestra mapean a los vectores Xt(g) con valores repetidos a un simbolo
compatible. Mientras que la primera lo hace con la misma ponderacién, la segunda
tiene en cuenta la estructura subyacente del proceso y usa las probabilidades p*(;)
calculada en los Casos Completos para el calculo de dichos pesos w.
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Ext. Ext. Casos Imp Imp. Imp. Basada
PATTERN s/ Orden C. | s/ Rangos | Comp. | s/ Ord. | al Azar en la Muestra
5 v T v T; con w T; con w
111 11 X 123 a todos a tO(jOS
w=1/6 w = p*(m;)
/\ 112 131 X 132 132 w=12 — p*(132)/{p*(132) + p*(231)}
231 w-= 1/2 = p*(231)/{p*(132) + p*(231)}
/ 113 113 X 123 123 w=1/2 = p*(123)/{p* (123) + p*(213)}
213 w=1/2 = p*(213)/{p*(123) + p*(213)}
/ 122 122 X 123 123 w=1/2 = p*(123)/{p*(123) + p*(132)}
132 w=1/2 = p*(132)/{p*(123) + p*(132)}
/ 123 123 123 123 123 w=1 123 w=1
/\ 132 132 132 132 132 w-1 132 w=1
\/ 211 212 X 213 213 w=1/2 = p*(213)/{p*(213) + p™(312)}
312 w=1/2 = p*(312)/{p*(213) + p*(312)}
‘\/ 213 213 213 213 213 w=1 213 w=1
311 221 X 312 312 w=1/2 = p*(312)/{p*(312) + p*(321)}
N 321 w=1/2 — p*(321)/{p* (312) + p*(321)}
’/\ 312 231 312 312 312 w=1 312 w=1
\ 991 311 X 931 231 w=1/2 = p*(231)/{p* (231) + p*(321)}
321 w=1/2 — p*(321)/{p* (231) + p* (321)}
\/ 231 312 231 | 231 | 23lu-: 231 w1
\ 321 321 321 321 321 w=1 321 w=1

Cuadro 5.4 Todos los patrones posibles para un vector de embedding X

mapeo segin cada metodologia presentada en este Capitulo.

Yy su
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5.5. Aplicaciones

5.5.1. Simulacion numérica: Mapas Cadticos

En esta Seccion las metodologias presentadas en el presente Capitulo para
tratar con series de tiempo cuyos vectores de embedding presentan datos repetidos
son evaluadas usando simulaciones de procesos cadticos. Para obtener un set
reproducible de datos se simularon todos los mapas caodticos presentados en
Rosso et al. [2013] usando idénticos pardmetros y valores iniciales. Todas esas
series presentaban o bien ningtn vector con datos repetidos, o bien una cantidad
despreciable de los mismos. A estas series las denominaremos las series “originales”.
Luego, a cada una de estas series se le truncaron sus valores a una resolucién
de un decimal, simulando una versién corrupta debido a una medicién de baja
resolucion. Debido a esta baja resolucion, estas versiones corruptas tienen una
cantidad significativa de vectores de embedding con datos repetidos para todo m.
A estas series las denominaremos las series “truncadas”.

La simulacion consiste en 39 series de tiempo generadas por diferentes procesos
caoticos, cada una de largo 7' = 100000. Todas estas series presentaron o bien ningtn
vector Xt(m) con datos repetidos, o bien una cantidad despreciable. Para cada una de
esas series se calcul6 la entropia de permutacién H = H(P) para las dimensiones de
embedding m = {3,4,5,6}. Notar que al ser cada serie deterministica, la Entropia
de Permutacion H de las series “originales” para cada m es un cuantificador
fijo (para esos pardametros y valores iniciales) y se puede pensar como el valor
a ser aproximado mediante el calculo de la Entropia de Permutacion segun las
distintas metodologias presentadas en este Capitulo, aplicadas a las series de tiempo

truncadas:

= Alfabeto extendido: Extender el alfabeto simbdlico y computar la Entropia
de Permutacién con este método. Para representar esta estrategia se utiliza

el alfabeto extendido segin rangos (Seccién 5.3.2).

= Casos completos: Eliminar los vectores de embedding que presenten compo-

nentes repetidas (Seccién 5.4.1) y computar la Entropia de Permutacion.
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= Imputacién segin Orden de Aparicion: Identificar los vectores embedding que
presenten componentes repetidas y romper los empates en dicho vector de
acuerdo al orden de aparicién en dicho vector (Seccién 5.4.2). Computar la

Entropia de Permutacién con la FDP de BP resultante.

= Imputacién al azar: Identificar los vectores embedding que presenten
componentes repetidas y romper los empates en dicho vector con una
perturbacion aleatoria infinitesimal (Seccién 5.4.3). Computar la Entropia de

Permutacién con la FDP de BP resultante.

» Imputacién Basada en la muestra: Identificar los vectores embedding que
presenten componentes repetidas y mapearlos a un simbolo compatible
teniendo en cuenta la estructura subyacente del proceso usando las
probabilidades p*(m;) calculadas en los Casos Completos para el calculo
de dichos pesos w. (Seccion 5.4.4). Computar la Entropia de Permutacién

con la FDP de BP resultante.

A las Entropias de Permutacién calculadas con cada metodologia se las deno-

minara H = H(P).

A cada serie de tiempo truncada se le registra:

= n*, la cantidad de vectores Xt(m) con valores repetidos

» (%) =n*/(T +m — 1) el porcentaje de vectores X™ con valores repetidos

sobre el total de vectores de embedding

Esta simulacion pretende cuantificar la performance de cada estrategia para
lidiar con datos repetidos mediante el error de aproximacién (H — H) y error de
aproximacion absoluto (|H — #|) para cada serie de tiempo truncada proveniente
de cada uno de los procesos caodticos, para cada dimension de embedding m =
{3,4,5,6}.

En la Figura 5.2 se muestran los boxplots (Tukey [1977]) de los errores de

aproximaciéon H — H para cada una estas metodologias que intentan resolver el
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problema de los valores repetidos en la estimacion de la Entropia de Permutacion,
para las dimensiones de embedding m = {3,4,5,6}. Se puede observar que la
metodologia de Imputacién al Azar siempre sobrestima la Entropia de Permutacion
dado que es el equivalente a agregarle un pequeno ruido blanco a la serie original.
Extender el alfabeto siempre subestima la Entropia de Permutacion ya que agrega
estados ficticios. Se puede ver que la Imputacion Basada en la Muestra tiene menos
dispersion en sus errores que la metodologia de Casos Completos ya que recupera
informacion perdida. La metodologia de Imputacion segin el Orden de Aparicion
tiene un desempeno similar al de la Imputacion Basada en la Muestra para esta
aplicacion.

En la Figura 5.3 se muestra el error de aproximacion absoluto | — H| para
todas las metodologias. Se puede observar, de manera similar a la Figura 5.2 que
extender el alfabeto no se aproxima a la entropia verdadera de los procesos H,
teniendo un pobre desempeno. La Imputacién al Azar incurre en errores muy
grandes para muchos de los procesos cadticos simulados. La Imputacion segun
el Orden de Aparicion y la Imputaciéon Basada en la Muestra tienen un buen
desempeno, superando a la metodologia de Casos Completos.

En la Figura 5.4 se muestra el error de aproximacién H — H para cada una de
las metodologias que intentan resolver el problema de los valores repetidos, para
la dimension de embedding m = 6 para los procesos cadticos agrupados segin
distintos niveles de n( %). Para pequenos valores de n( %) todas las metodologias
tienen un buen desempeno salvo extender el alfabeto. Al aumentar el valor de
n( %) el error de aproximacion aumenta, debido a que se perdié mucha informacion
sobre el proceso, para todas las metodologias excepto para extender el alfabeto
que disminuye su error, aunque de igual manera su desempeno es el peor. En la

Figura 5.5 se repite el procedimiento pero para el error absoluto |H — ).
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Figura 5.2 Boxplot del error de aproximacién H —# para las dimensiones
de embedding m = {3,4,5,6}. Se puede observar que la metodologia de
Imputacién al Azar siempre sobrestima la Entropia de Permutacién dado que es
el equivalente a agregarle un pequeno ruido blanco a la serie original. Extender
el alfabeto siempre subestima la Entropia de Permutacion ya que agrega estados
ficticios. Se puede ver que la Imputacion Basada en la Muestra tiene una dispersion
menor que la metodologia de Casos Completos ya que recupera informacion perdida.
La metodologia de Imputacién segiin el Orden de Aparicién tiene un desempeno
similar al de la Imputaciéon Basada en la Muestra para esta aplicacion.
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Figura 5.3 Boxplot del error de aproximacién absoluto |7—~l — H| para las
dimensiones de embedding m = {3,4,5,6}. Se puede observar, de manera
similar a la Figura 5.2 que extender el alfabeto no se aproxima a la entropia
verdadera de los procesos H, teniendo un pobre desempeno. La Imputacién al Azar
incurre en errores muy grandes para mucho de los procesos caodticos simulados. La
Imputacion segin el Orden de Aparicion y la Imputacion Basada en la Muestra
tienen un buen desempeno, superando a la metodologia de Casos Completos.
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Figura 5.4 Boxplot del error de aproximacién H — H para cada una

de las metodologias que intentan resolver el problema de los valores
repetidos, para la dimension de embedding m = 6, con los procesos
cadticos agrupados para distintos niveles de 7(%). Para pequetios valores

de n(%) t

odas las metodologias tienen un buen desempeno salvo extender el

alfabeto. Al aumentar el valor de n( %) el error de aproximacién aumenta, debido
a que se perdié mucha informacién sobre el proceso, para todas las metodologias
excepto para extender el alfabeto que disminuye su error, aunque de igual manera
su desempertio es el peor.
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Logistic 4
Sine 4
Tent A
Congruental 4 A
Cubic A A
Ricker A
Gauss A
Cusp A
Pinchers 4
Spence A
SineCircle
HenonX -
HenonY -
LozyX 4
LozyY A
DelayedX -
DelayedY -
TinkerbellX A
TinkerbellY 4 A
BurgersX
BurgersY A
HolmesX A A
HolmesY A A
DisipativeX A A
DisipativeY Ao A
IkedaX A
lkedaY - A
SinaiX o A
SinaiY Ao A
PredatorX A A
PredatorY A
ChirikovX 4 A
ChirikovY 4 A
HenonAreaX A
HenonArea A
ArnoldCatX 4 A
ArnoldCatY - A
GingerbreadmanX
Gingerbreadmany -
ChaosWebX 4 A
ChaosWebY 4 A
LorenzMapX 4 A
LorenzMapY 4 A
LorenzMapZ A A

~0.2 ~0.1

> > >

0.1 0.2 0.3

Figura 5.6 El error de aproximacién H — H para todos los procesos
cadticos simulados. En verde oscuro: la metodologia de extender el alfabeto, en
verde claro: la Imputacion Basada en la Muestra, en rojo: la Imputacion al Azar y
en violeta: la Imputacion segiin el Orden de Aparicion.
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5.5.2. Numeros trascendentales

El interés de esta aplicacion se centra en estudiar la aleatoriedad de la expansién
decimal de numeros irracionales usando la Entropia de Permutacion, con las
distintas metodologias presentadas en este Capitulo, de las secuencias temporales
obtenidas al recolectar los primeros 10° digitos de la expansiéon decimal de los
nimeros 7, e y v/2. Si bien las igualdades dentro de las componentes de los vectores
de embedding provenientes de estas series no son “informacién faltante”; es de
interés mostrar el desempeno de la Entropia de Permutacién calculada con la
metodologia de la Imputacién Basada en la Muestra.

En particular, para estos tres niimeros irracionales se consideran las series de
largo T = {5x 103, 10%, 10°, 10°} de los primeros digitos y se evaltian las Entropfas
de Permutacion resultantes para una dimensiéon de embedding m = 3,4,5,6 y
retardo de tiempo 7 = 1.

Los Cuadros 5.5, 5.6 y 5.7 presentan los resultados obtenidos para 7, e y
V2 respectivamente. En estos Cuadros se reportan: la cantidad de vectores de
embedding de dimensién m que presentan componentes con igual valor -n*-; el
porcentaje de vectores Xt(m) con valores repetidos sobre el total de vectores de
embedding -n( %)- de la serie de tiempo de largo T', y los valores de la Entropia
de Permutacién H = H(P) para las dimensiones de embedding m = {3,4,5,6},
evaluada segin la FDP de BP usando los métodos de Casos Completos, Imputacion
segun el Orden de Aparicion, Imputacién al Azar, Imputacion Basada en la Muestra
y la Entropia de Permutaciéon evaluada segiin la FDP que se obtiene al extender
el alfabeto. También se reportd para cada caso el nimero de patrones faltantes o
prohibidos (ver Capitulo 2, Seccién 2.6).

Notar que si bien n* es una funcién creciente con respecto al largo de la serie de
tiempo 7'y de la dimensién de embedding m, el porcentaje n( %) es practicamente
independiente de T para un m fijo. Mas aun, se puede ver por los resultados
expuestos en los Cuadros 5.5, 5.6 y 5.7 que este valor de n( %) presenta valores

similares para los tres nimeros racionales estudiados, comportamiento que puede
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estar ligado a que los digitos usados en al expansion decimal son del 0 al 9 y en
teoria estan dispuestos de forma completamente aleatoria.

Cuando se observan los resultados obtenidos para H evaluada con la FDP de
BP resultante de la Imputacion segin el Orden de Aparicién, en particular para
valores de m > 4 e independientemente del largo de la serie T" se puede advertir una
aparente estructura temporal compleja en los datos. Notablemente, estos valores
son similares para las expansiones decimales de los tres niimeros irracionales. Este
efecto es una consecuencia de la alta frecuencia de vectores de embedding con
empates es sus rangos (Zunino et al. [2017]).

La Entropia de Permutacion evaluada segin la FDP obtenida cuando se
extiende el alfabeto muestra una estructura de correlaciones atin mas compleja para
dimensiones de embedding m < 4. El mismo cuantificador H, cuando se aplica a la
FDP de BP resultante de la Imputacién Basada en la Muestra no muestra ningtin
tipo de estructura de correlacion en los datos, indicando que la expansion decimal
de los nimeros irracionales tiene un comportamiento completamente aleatorio,
sin autocorrelaciones, concordante con los resultados obtenidos utilizando una
metodologia de Visibility Graph (Luque et al. [2009]). Se puede notar también
que resultados similares se obtienen cuando se utiliza la FDP de BP con los Casos
Completos, pero sin embargo hay una fuerte reducciéon en la cantidad de vectores
de embedding resultantes implicando que series de tiempo mas largas son necesarias
para alcanzar la ausencia de patrones faltantes o prohibidos, como en el caso de

m = 6.



"0seD ®pRD UO ([JJN ) Soue)fe} o sopiqiyord souorjed op olowWNU [0 UIIQUIRY OWOD ‘RIJSONIN B U0 epeseq uomeinduw] e[ A Iezy [e
uoneinduy e[ ‘uonLredy op uspi() (@ unsdes uoneindwy ‘sojorduwo)) sose)) ‘soguer UNSAS OjARJ[R [0 OPUSIPUIXS o[njIde)) 9180 U
sepejuesald SeISO[0POJaUl SRIUIISIP SB[ UOD SOPRN[RAD ‘H, SP SOPIUa)CO S9I0[RA SO A 7, 081e[ ap odwal) ap oL1es B[ vIed ‘U SOPRAISSO
souoxyed op PepIIURD B[ ® UODEDI U0 SOI0300A S0350 op ofejueniod (o ¢,u so[ens sodofea uoo sepuouoduion wejuoseld onb w UQISTOWIP
Op buippaquia dp S9I01D9A Op pepljued '] 1I0del oG "L oJownu [op [ewdop uoglsuedxs e eied sopejmsay GG oIpen)

0 £9€208666°0 | 0 28917.6666°0 || 0 1657507860 | 0 G6S219666°0 | 0 6072GL966°0 | 0678 | GTO6¥8 || 9 | o0T X T
0 €67728LL66°0 | 0 689976660 || 0 989.50786°0 | 0 6S750T966°0 | T €6617C766'0 | ¥1°G8 | 6E1G8 9 | 0T XT
i L06986TL6'0 | 0 ZGe88GL66°0 || T T08686LL6°0 | €6 9701689560 | 0F9 8611982960 | G8'F8 | G818 9 | ;0T X1
0 €CF99EL8T6°0 | O 88G6TLV66°0 || TT 7G6£293L6°0 | 65C GGRE6ECI60 | 9891 GTIELTEG'0 | T8T8 | T¥ah 9 | 0T XG
AddN H AddN H AddN H AddN H AddN H

0 LEEL6666°0 | 0 €€EE66666°0 || 0 GERLE6IRG0 | 0 207866660 | 0O €T8LTEN66°0 | 9269 | L£9269 || G | 0T X T
0 €07£0L666°0 | O 627.£6666°0 || 0 ¢12¥60L.86°0 | 0 6988156660 | 0 881366860 | 1669 | G1669 G | 0T X1
0 L9G89€L66°0 | 0 902S8€666°0 || 0 Z0E6T9S86°0 | 0 L9T¥GLG66°0 | 0 2697909860 | 09°69 | 0969 G | 0T XT
0 79L3GV66'0 | 0 6¢£2L95866°0 || 0 LTL8EES860 | 0 7713690660 | 0 7758650860 | 0769 | 0L¥E G | 0T XG
AddN H AddN H AddN H AddN H AddN H

0 6295666660 | 0 8€1866666°0 || 0 V6GELV686°0 | 0 816666660 | 0 80G96€L6°0 | 9G°6% | 665567 || ¥ | o0T X T
0 6295666660 | 0 808¢86666°0 || 0 €0L2GL686°0 | 0 9670566660 | 0 LLEBELELG'D | €56 | GES6T V| 0T XT
0 L¥86€9666°0 | 0 6€82866°0 || 0 2GE865686°0 | 0 1298296660 | 0 €¢70002.6°0 | TO'6V | T06¥ V| 0T XT
0 9£E872666°0 | 0 6857696660 || 0 €0Z¥8€066°0 | 0 8€8€80666°0 | 0 VEVE000L6°0 | 9F'ST | £TVE V| 0T X6
AddN H AddN H AddN H AddN H AddN H

0 €87666666°0 | 0 6896666660 || 0 8V67€9T66°0 | 0 6826666660 | 0 €EIGTT6E6°0 | 96°LT | 9T96LT || € | 0T X T
0 99€£166666°0 | 0 8987666660 || 0 180661660 | 0 10.886666°0 | 0 9GTTLT6E60 | T6°LT | T16LC € | 0T XT
0 ¢L6£6666°0 | 0 77656666°0 || O €e0676166°0 | O 2979566660 | 0 1G9E67SE6°0 | FTI°LT | T1LT ¢ | ;0T XT
0 80L£.6666°0 | 0O 6968266660 || 0 I761¥2E66°0 | 0 ££0£86666°0 | 0 €1L0E9€E6°0 | #9°9C | ¢EeT € | 0T %G
AddIN H AddN H AddN H AddN H AddN H

7 DUPSINPY D] U2 DPOSDY “duuf _ ADZY |0 cduuf _ uaps() /s dwf _ so0ga1duwioy) S0SD,) sobun.i/s 4z _ (%] b 7 U : (2 7 N

L orownu [op [ewdap uorsuedxyy




2 oJowInu [op Tewdop uoisuedxo e[ ered sopelnsay 9'¢ oIpen))

0 16916.666°0 | O £969.6666°0 || 0 L08660%86°0 | 0 7898296660 | 0 GRTT0LI660 | 6LF8 | 0L8LF8 || 9 | o0T X T
0 18G61LG66L66°0 | 0 16989.666°0 || 0 V12,2860 | 0 ZE6162966°0 | T 66£T1€766°0 | 01°G8 | TOTSS 9 | 0T X1
cs 9FTLY8CL60 | O 98€06¥.L66°0 || 0 609L9LL6°0 | G8 €9.%2S096°0 | L19 60S206596°0 | 6878 | 6878 9 | ;0T XT
G9 G89.2¥6¥6°0 | 0 1880557660 || 6 €09GG9T26°0 | 0¥C 90.871260 | €891 16580S2E6°0 | 09'F8 | 0£TF 9 | 0T XG
AddIN H AddIN H AddIN H AddIN H AddIN H

0 €22€L66660 | 0 6£.866666°0 || 0 82250L86°0 | 0 LL29G6666°0 | 0 GREG6TO66°0 | G9°69 | TGF969 || S | o0T X T
0 TGEVRL666°0 | 0 8298€6666°0 || 0 7986819860 | 0 1€2829666°0 | 0 LGETTT066°0 | G869 | TG869 G | 0T XT
0 TLLL8€266°0 | O 990956660 || 0 G62cSS86°0 | 0 T¥8€9S66°0 | 0 7E07E6586°0 | LL'69 | LL69 G | ;0T XT
0 966L5€¥66°0 | 0 T06¥¥¥866°0 || 0 6E€9E786°0 | 0 Zr€0L9166°0 | 0 881690860 | 9£°69 | 89¥¢ G | 0T XG
AddIN H AddN H AddIN H AddIN H AddIN H

0 1.¥666660 | 0 €60L66666°0 || 0 ¢60£09686°0 | 0 69S166666°0 | 0 T9T0TLELG'O | 0S6F | 9676V || ¥ | o0T X T
0 8906566660 | 0 8811866660 || 0 TT98T8886°0 | 0 1699£6666°0 | 0 968617.6°0 | 29°6F | STI6¥ V| 0T XT
0 7€LGLG666°0 | 0 7708086660 || 0 L€0L96886°0 | 0 LTVE11666°0 | 0 TVRELYEL6'0 | TO'6T | 296F V| 0T X1
0 991S¥6866°0 | 0 88€€0S666°0 || 0 8€0S9£886°0 | 0 G0TS0¥866°0 | 0 €207002.L6°0 | 9T'6¥ | €IVC V| 0T XG
AddN H AddIN H AddN H AddN H AddN H

0 89¢866666°0 | 0 6968666660 || 0 L6L8LIT66°0 | 0 1108666660 | 0 9ZEETT6E6'0 | T6°LT | GG06LT || € | 0T X T
0 2666660 | 0 €19766666°0 || 0 8TZ61166°0 | O GREE66666°0 | 0 760GE0076°0 | TT'8C | ET18% € | 0T XT
0 6907.6666°0 | 0 160%86666°0 || 0 I86%S9T66°0 | 0 9261966660 | 0 9G00L2076°0 | 7£'8C | 7E8C € | 0T XT
0 6198€6666°0 | 0 1295966660 || 0 78CERET660 | 0 8728066660 | 0 TT95586£6°0 | 80°8T | FO¥T € | 0T XG
AddN H AddN H AddN H AddN H AddN H

7 DUISINP D] U DPDSDY “dui] 40z o -duf _ uaps() /s "duf _ soga)duwioy) s0sv;) _ sobun.i/s gz _ (%] 7 U : w 7 N

9 oJowWINU [op [ewdop uoisuedxy




'g/M olownu [op [ewroop uoisuedxe e[ ered sopejynsoy /G oIpen)

0 1€926L6660 | 0 T08€L6666°0 || 0 89.ZT0%86°0 | 0 9176096660 | 0 TSTSVLI66°0 | 9678 | STI6F8 || 9 | o0T X T
0 ¢GLT08LL66°0 | 0 0€£0G.666°0 || 0 VLVIRER6'0 | O 9.729T966°0 | 0 OVI6FT¥66°0 | 9678 | 95678 9 | 0T XT
6S 86LET€62L60 | 0 CV98L266°0 || T 038970860 | 98 0L91866S6°0 | £59 I6ELVTS96°0 | TL'FR | L8 9 | ;0T XT
4 0S¥2Se6¥6'0 | 0 C6EFITS660 || TT VI09¥6£L6°0 | €T 8F6759606°0 | L99T | 0T0STEEE6'0 | ¥6'GR | L6CT 9 | 0T XG
AddN H AddN H AddN H AddN H AddN H

0 1209266660 | 0 6291666660 || 0 601.6986°0 | 0O 76L096666°0 | 0 GGC0OGE066°0 | T869 | 60869 || G | 40T X T
0 €T6ETL666°0 | 0 €10¥56666°0 || 0 1LT750.86°0 | O 0££695666°0 | 0 67912L686°0 | 9.°69 | 09,69 G | 0T XT
0 0T¥79€8.66°0 | 0O 102.6£666°0 || 0 G972.0G286°0 | 0 8629679660 | 0 O7GTTSE86°0 | 92°69 | 9269 G | ;0T XT
0 €1122S166°0 | 0 0ZVL19866°0 || 0 £98€0T986°0 | 0 0£060£166°0 | € 00L0G0Z86°0 | 80°TL | ¥ece G | 0T XG
AddN H AddN H AddN H AddN H AddN H

0 20L£666660 | 0 €122666660 || 0 9021556860 | 0 2891666660 | 0 LESTVOVL6'0 | T9°6F | 9TT967 || ¥ | o0T X T
0 09,0£6666°0 | O 6L9€266660 || 0 779.89686°0 | 0 6100266660 | 0 TOTETSEL6'0 | 6767 | 68767 || ¥ | 0T X T
0 9€9959666°0 | 0O €€06778666°0 || 0 GL€L8066°0 | O 1698756660 | 0 6ETLVECL6°0 | SO'6T | SO6¥ V| 0T X1
0 £86082666°0 | 0 07EV19666°0 || 0 6575100660 | 0 116868660 | 0O T0ELFTFL6'0 | 870G | #8SC V| 0T XG
AddN H AddN H AddN H AddN H AddN H

0 9€£866666°0 | 0 6416666660 || 0 7.7099166°0 | 0 286666660 | 0 8TT696£6°0 | €0°8C | TST08T || € | o0T X T
0 192.0666660 | 0 LTEV66666°0 || O 09G7.LG166°0 | 0 7££686666°0 | 0 0LV0T6E6°0 | #8°LC | L¥8LT € | 0T XT
0 16¥6£66660 | 0 9731966660 || 0 008922660 | 0 9126266660 | 0 989€069€6°0 | LT'LT | LT1LG ¢ | 0T XT
0 GGG008666°0 | 0 GZ82.,8666°0 || 0 £6E8¥0266°0 | 0 7L0L7.666°0 | 0 8LEI88TI60 | 0T'ST | 0TFT € | 0T %G
AddN H AddN H AddN H AddN H AddN H

7 DUPSINPY D] U2 DPOSDY “duwuf 4DZY 0 cduuf _ uapi() /s ~dwg _ s0ga1duwioy) S0SD,) _ sobuv.i/s 4z _ (%] b 7 U : w 7 N

g/ orswnu [op [ewdap ugisuedxy




5.6 Conclusiones del Capitulo 99

5.6. Conclusiones del Capitulo

En este Capitulo se expusieron todas las metodologias encontradas en la
literatura para tratar con series de tiempo que en sus vectores de embedding
presentan componentes con valores iguales. Extender el alfabeto para incluir
estos vectores de embedding con empates en los rangos probd no ser una buena
herramienta para tratar con esta problematica. El alfabeto simbdlico extendido
con el mapeo segun el orden cronoldgico expuesto por Bian et al. [2012] no es
una transformacion 1 a 1 por lo que los patrones no pueden ser reconstruidos
inambiguamente a partir de la secuencia de simbolos. Este problema teérico se
soluciona extendiendo el alfabeto con el mapeo segin rangos, aunque en las
aplicaciones se muestra que no tiene un buen desempeiio.

Una mejor estrategia para solucionar el problema que se presenta en este
Capitulo es tratar a los vectores con valores repetidos como informacion faltante,
o corrupta, de un vector “original” sin empates en sus rangos. Eliminar todos
los patrones que presenten empates (Casos Completos) y calcular la Entropia de
Permutacion resultante es una buena aproximacion ya que no altera la estructura
original de la serie, pero precisa que el largo de la serie T" sea lo suficientemente
grande como para recuperar la informacion perdida debido a la eliminaciéon de
datos.

La Imputacion al Azar sobrestima la Entropia de Permutacién ya que le anade
un ruido blanco para romper las igualdades, y también enmascara a los patrones
prohibidos o faltantes, que pueden ayudar a describir la dindmica de un proceso.

La Imputaciéon segin el Orden de Aparicion refleja, en la Entropia
de Permutacién resultante, una complejidad en la estructura temporal de
autocorrelaciones ficticia en series de tiempo completamente aleatorias.

Finalmente, la Entropia de Permutacién calculada con la FDP de BP
aproximada con la Imputacién Basada en la Muestra no presenta dinamicas ajenas
a la propia serie de tiempo, recupera informaciéon proveniente de los patrones con
empates, y no enmascara los patrones perdidos o faltantes, por lo que se recomienda

su uso para series de tiempo tomadas mediante un instrumento de baja resolucion
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y se alienta el estudio de su desempeno para series de tiempo provenientes de un

proceso generador de datos discretos.



Capitulo 6

Propiedades estadisticas del
estimador de la Entropia de

Permutacion

6.1. Introduccion

Las propiedades estadisticas clasicas de los cuantificadores, en cuanto
estimadores, usados en dinamicas no lineales para caracterizar series de tiempo
han sido poco estudiadas segin lo encontrado en la literatura. La investigacién
hecha sobre la distribucién del méximo exponente de Lyapunov y la dimensién de
correlacién (Boeing [2016]) es uno de los pocos estudios encontrados sobre este
tema.

Esta falta de estudio se puede deber a que no hay una teoria acerca de las
distribuciones de probabilidad sobre estos estimadores y quedan las técnicas de
remuestreo, en especial el bootstrap (Efron and Tibshirani [1986]), como las més
potentes para llevar a cabo esta tarea. Por ejemplo, se presenta una metodologia
para calcular la distribuciéon empirica de los exponentes de Lyapunov basada en

una técnica tradicional de remuestreo de bootstrap, proveyendo un test formal
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de la existencia de caos bajo la hipétesis nula (Gengay [1996]). Sin embargo se
muestra que esta técnica de bootstrap parece fallar en proveer limites confiables
para las estimaciones de los exponentes de Lyapunov y se concluye que el bootstrap
tradicional de remuestreo no puede ser aplicado para estimar estadisticos ergddicos
multiplicativos (Zichmann et al. [1999]).

Por otro lado, un procedimiento de bootstrap por bloques es usado para detectar
exponentes de Lyapunov positivos, en series de tiempo financieras (Brzozowska-
Rup and Ortowski [2004]). Sin embargo, las series de tiempo generadas con este
remuestreo presentan artificios que son causados por la caracteristica de este
método de unir los bloques al azar, por lo que la correlaciéon se preserva dentro,
pero no entre los bloques.

En cuanto a la dindmica de la representacion simbolica de las series de tiempo, las
probabilidades generadas usando la metodologia de Bandt y Pompe son calculadas
analiticamente para procesos Gaussianos con largo de palabra igual a tres, pero
reconocen que para largos mayores esto no es plausible, y por esa razéon un método
computacional seria necesario para estimar el sesgo y la varianza en la estimacion
de la Entropia de Permutaciéon (Bandt and Shiha [2007]).

El objetivo de este Capitulo es proponer un método de remuestreo diferente,
el bootstrap paramétrico, para estimar el sesgo y la varianza de la Entropia de
Permutacién de una tunica serie de tiempo y usar esta metodologia para construir
los intervalos de confianza y un test de hipotesis que pueda diferenciar mediante la
Entropia de Permutacion, series de tiempo provenientes de distintas dinamicas.

El método consiste en simular muestras de secuencias segin la simbolizacion
de Bandt y Pompe, provenientes de una serie de tiempo mediante un bootstrap
paramétrico. Estas muestras son generadas por un proceso generador de datos que
sigue un modelo probabilistico con las probabilidades de transicién extraidas de la
secuencia de simbolos proveniente de la serie de tiempo original.

Para mostrar los resultados de este novedoso método se hizo una simulacion
para una familia de series de tiempo conocidas, los ruidos 1/f*. Se tomé un « vy,

para esta serie de tiempo, se calculé la varianza y la distribucion del estimador de
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la Entropia de Permutacion mediante el método de Montecarlo, que consiste en
repetir el experimento n veces y de esta manera estimar la distribucién empirica
del estimador de la Entropia de Permutacién. Si n es lo suficientemente grande
dicha distribuciéon empirica se puede tomar como la verdadera distribucion del
estimador de la Entropia de Permutacion para las series de tiempo provenientes de
estos ruidos. Estos resultados se comparan con los obtenidos con la metodologia
del bootstrap paramétrico aplicada sobre una tinica realizacién de esta serie de
tiempo. Este experimento se repite para cada valor de «.

Para ilustrar el método presentado en un problema real, se aplico el bootstrap

paramétrico para comparar sefiales de EEG normales con senales EEG pre-ictales.

6.2. El Enfoque Bootstrap

El bootstrap es un método estadistico computacional que sirve para asignar
medidas de precisién a las estimaciones de los pardmetros deseados (Efron and
Tibshirani [1986]).

Si H es una caracteristica desconocida del modelo ¥, un estimador 7 puede ser
extraido de la muestra generada por ¥ en un unico experimento. Una manera de
obtener la distribucién de H es repetir el experimento una gran cantidad de veces
y aproximar la verdadera distribucion de A por la distribuciéon empirica obtenida.
En la mayoria de las situaciones practicas, este método no es posible porque el
experimento no es reproducible, o es impracticable por cuestiones de costo.

El espiritu de la metodologia bootstrap es estimar la distribucién muestral de
un estadistico, con los datos de la muestra como analogia del “experimento real”
que motivo la distribucion muestral.

Supongamos que un modelo probabilistico desconocido ¥ genera un proceso
aleatorio X = {X,}L, v sea O¢(X,T) el estadistico de interés que estima el
verdadero valor de § = f(¥). Con la muestra observada x = {z;}7_, se obtiene un
estimador del modelo .

Lo novedoso es que ahora repetimos el experimento utilizando al modelo estima-

do ¥ como un proceso generador de datos bootstrap X* = {X*}L . Este proceso
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Figura 6.1 Diagrama esquematico del enfoque del bootstrap parameétrico.
Un modelo probabilistico desconocido ¥ = W(P%¥), genera una secuencia observada
S de la cual se estima H , por lo que el enfoque bootstrap sugiere estimar
U = W(P4) y obtener las correspondientes muestras S* de las cuales se estiman
a su vez H*

genera la cantidad deseada de réplicas bootstrap x* = {x}}L, y para cada una
se calcula QAE (x*,T) obteniendo la distribucién de éfp(él’ * T) que es el estimador
bootstrap de la distribucion de éq/(X ,T). Con dicha estimacién podemos obtener la
varianza, el sesgo y los intervalos de confianza para nuestro parametro desconocido.

Formalmente, la metodologia bootstrap esta basada en el principio “plug-in”
(Efron and Tibshirani [1993]). El pardmetro de interés puede ser escrito en funcién
del modelo de probabilidad 6 = f(¥). Como este modelo de probabilidad es
desconocido, el estimador “plug-in” del pardmetro es definido como 6 = f (\i/) Por
lo tanto el bootstrap propone que se generen las muestras con este modelo de
probabilidad estimado que es cercano en algtin sentido al verdadero V.

Si se tiene informacion acerca de ¥ ademds de los datos, el 0 elegido debe
contener esta informacién. Si suponemos que los datos X = {X;}L; provienen de
un cierto proceso regido por un modelo probabilistico ¥ que depende de un niimero
finito de parametros = = {£}¥_,, entonces se puede expresar a este modelo como
U = f(Z). Estos pardmetros podrian ser estimados en una manera tradicional de
estadistica paramétrica, como la Maxima Verosimilitud obteniendo = = (€Y, y

equivalentemente U = f (é)
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De esta manera, las muestras bootstrap x* = {x}, 3 ...z} provienen de un
proceso regido por un modelo probabilistico 0 (Fig. 6.1). Estas muestras bootstrap
emulan en todo sentido a las muestras originales incluyendo la correlacion entre

los valores.

6.2.1. Las probabilidades de transicion de una secuencia

de simbolos

Como se mostré en el Capitulo 2, usando la metodologia propuesta por Bandt
y Pompe, la dindmica de un proceso {X;}er con &; € R es representada por una
secuencia de simbolos de m! estados: {Si}ie(r—m+1) con S; € Sy, = {71, T2 ... Tt}
para todos los posibles m > 3. La realizacion de esta secuencia de simbolos puede
ser pensada como producida por un modelo probabilistico con una probabilidad de
transicion fija PY (i.e. la probabilidad de pasar de un simbolo m; a un simbolo T;
paral <i<m!y 1< j<m!) denotado ¥(P¥).

Se puede ver en la Figura 6.1 que ¥ = W(P%) genera una secuencia observada
S de la cual se estima 7—2, por lo que se necesita una estimacion pii para estimar el
modelo U = ‘11(15”) que va a ser usado para obtener las replicas bootstrap .

La frecuencia relativa

A n’L

Pr(m) = T—m=+1 (6.1)

"

es un estimador "tan bueno como sea posible para una serie finita de valores
(Bandt and Pompe [2002]) de P(m;), con n; la cantidad de veces que ; es observado
en la serie simbdlica de largo 7' — m + 1. El subindice 7" en ﬁT(m) refuerza la
nocion de la dependencia del estimador con respecto al largo de la serie original 7.
Con el mismo espiritu, se definen las probabilidades de transiciéon de la serie

simbdlica como:
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y el estimador P¥

Pl =< (6.3)
0 caso contrario
donde n;; es el numero de transiciones observadas desde 7; a 7; en la serie
simbélica de largo T'— m + 1 y n; el numero de veces que 7; es observada en dicha
serie. Notar que n; = P(m)(T —m+ 1)
Por lo tanto, por la ley de probablidad total:

m!
P(r;) = > P(m)PY (6.4)

i=1
Si se llama P(7) al vector (m!)-dimensional que contiene a P(m;) en cada
coordenada (i.e P(w) = (P(m), P(m2), ..., P(mm)), entonces P(7) es determinado

por P llegando a la conclusién que el estimador f’T(W) is determinado por la

estimacion de Py.

6.2.2. El método bootstrap aplicado a la Entropia de

Permutacion

La Entropia de Permutacién estd definida en la ecuacion 2.7, por lo tanto

debido al principio “plug-in”, el estimador natural es:

Ty = {—; Pr(m) ln(lf’T(m))}/ln(m!) (6.5)

En la Seccién 6.2.1 se mostré que las probabilidades P(7) estan totalmente
definidas por las probabilidades de transicién P¥, por lo que estas tltimas pueden
ser tomadas como parametros del modelo probablistico V.

Siguiendo el esquema de la Figura 6.1 se tiene :

A

U = \I/(PU> —>S=(81782...,8T_m+1) — Hr
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El modelo probablistico con probabilidades de transiciéon desconocidas P
genera la secuencia de simbolos observada S, y con esta secuencia, se obtiene la
estimacion de la Entropia de Permutacion.

En el enfoque bootstrap:
=0 (ﬁ’%]> — 8" = (81,85 ..., Sp_pmy1) — H

0 genera a S* mediante una simulacion, generando la réplica bootstrap 7:[} Se
puede repetir esta simulacién tantas veces como sea posible.

Computar B réplicas bootstrap de la Entropia de Permutacion para una serie
de tiempo {z; };er es simple: dada una serie de tiempo de longitud T', se elije un
largo de palabra m y un lag 7 para efectuar el mapeo desde {@;}er a { St }ie(r—m+1)
como se definié en el Capitulo 2.

Con esta secuencia: se computan Pp(m;), (ecuacién 6.1), Py (ecuacién 6.3) y se
estima Hr (ecuacion 6.5).

Se empieza por elegir con probabilidad ]5T(7r) un estado inicial sj(1) = 7 y
luego se elije al azar con probabilidad ﬁﬁj (notar que k es fijo con el valor del estado
previo) el proximo estado simulado s3(b). Se repite este tltimo paso T'—m + 1
veces para obtener la simulacion S*(1) = (s7(1),s5(1) ..., s5_,,11(1)).

Con esta réplica bootstrap de la secuencia de simbolos se estima ’ﬂ}(b)
(Ecuacién 6.1). Se repite B veces para obtener Hx(b) b=1...B. Con el conjunto
ﬂ}(b) b=1...B se tienen las réplicas bootstrap necesarias para estimar el sesgo,
la varianza, los intervalos de confianza, o el test presentado en la proxima Seccion.

En el Apéndice A se muestra el pseudocdédigo para simular las réplicas bootstrap
de la Entropia de Permutacion y en el Apéndice C se muestra el codigo de R

utilizado.
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Teniendo las B réplicas bootstrap de 7:[}

Hr(1), Hr(2) ... Hy(B)
El desvio estandar bootstrap de H3 es la estimacién del desvio estandar de Hy:

op(Hr) = 6(Hy) (6.6)

y se define como

o~ U S e e )2
6(H;) = J B 2 (i) — Hi(e)) (6.7)
donde
Hi(e) = 52 i) (6.8)
Definimos el sesgo bootstrap de 7:[} como:

A

Bias(H:) = Hi(e) — Hr (6.9)

Finalmente, el error cuadratico medio bootstrap como:
MSE(#) = Var(H3) + Bias®(H3) (6.10)

6.2.2.1. Intervalos de confianza

Los intervalos de confianza de nivel de significacion « de H se definen por los
percentiles del § de bootstrap. Para cada réplica bootstrap ﬁ}(b) se computa la
diferencia 6*(b) entre esa réplica y la media de todas las réplicas bootstrap. Luego
se eligen los percentiles (5) y (1 — §) de la distribucién de los 0* y se le suman a

la estimacién original, H7., corrigiendo por el sesgo, y el intervalo de confianza al

(1 —)100 % es:

[(méx(2Hy — Hi(e) + 0%,0), min(2Hy — Hi(e) + 6y, 1)] (6.11)



6.3 Simulacién numérica 109

En el Apéndice A se muestra el pseudocodigo para construir los intervalos de

confianza para la Entropia de Permutacion.

6.2.2.2. Test de Hipdtesis

Con el mismo espiritu, se puede construir un intervalo de confianza para la
diferencia entre la Entropia de Permutacion de dos series de tiempo diferentes. En
la estadistica inferencial existe una relacién directa entre intervalos de confianza y
tests de hipétesis. Un intervalo de confianza bilateral de nivel de confianza (1—«) en
la diferencia entre dos medidas puede ser usado para determinar si dichas medidas
son significativamente (en términos estadisticos) diferentes entre si simplemente

verificando si el cero pertenece al intervalo o no.
Hy:A=H,—Hs=0

Si0 ¢ (1—a)100% CI (A)

se rechaza Hy y

Hy # Ho

El procedimiento para efectuar este test se muestra con mayor detalle en el

Apéndice A

6.3. Simulacion numérica

Para exponer y probar el método propuesto en series de tiempo generales, se
simularon series de tiempo provenientes de sistemas dindmicos conocidos: los ruidos
1/f«. Todas las series fueron simuladas para diferentes largos -7- de manera de
obtener una mejor evaluaciéon de las propiedades estadisticas de Hr de acuerdo

con la Ecuacién 6.5.
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Como se expresé anteriormente, una manera de obtener la distribucion de H es
repetir el experimento donde se generan los datos una gran cantidad de veces y
aproximar la distribucién de H por la distribucién empirica obtenida. Mientras
que para experimentos reales ésto puede ser inaplicable, para series de tiempo
simuladas se puede hacer sencillamente mediante una simulacion de Montecarlo

Una vez obtenidas las n réplicas de Hy = {Hp(1),...,Hr(n)}, la desviacién

estandar es estimada mediante

6(7‘2T) = \J : z”: (7:[T<Z) - 7'A[T(°)2 (6.12)
donde
Z’}:lT(z') (6.13)

6.3.1. Diseno experimental

Los ruidos 1/f* refieren a una sefial con densidad espectral S(f) con la forma
S(f) = /ff% donde £ es una constante, a es un parametro dependiente de la
senal y f es la frecuencia (Kasdin [1995]). Es un modelo estocéstico que aparece
frecuentemente en la naturaleza (ver Kasdin [1995] y sus referencias)

Se simularon ruidos 1/f* con a = {—1,0,1,2}. La Figura 6.2 muestra un
ejemplo de estas senales.

Un proceso de ruido blanco (o = 0) generard una curva con una potencia
constante en el espectro. El caso a = 1 o ruido rosa es el caso candnico y de mucho
interés ya que muchos de los procesos de la naturaleza tienen un exponente cercano
a 1.0 (Caloyannides [1974]; Dutta and Horn [1981]; Kobayashi and Musha [1982];
Novikov et al. [1997]; Voss and Clarke [1975]). Una caminata aleatoria continua
(Ruido Browniano o ruido rojo, a = 2) presentard una curva del tipo (1/f?) en
S(f). Para simular estos procesos estocasticos, se uso el algoritmo propuesto por
Timmer and Koenig [1995].

Para cada a = {—1,0,1,2} se simularon 1000 réplicas para cada T =

{60, 100, 120, 400, 600, 2000, 3600, 5000, 10000, 20000, 50000}
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Figura 6.2 Realizacién de los ruidos 1/f* y su densidad espectral. (arriba)
Una realizacién de los ruidos 1/f* (T=2000), de izquierda a derecha: k = —1,k =
0,k = 1,k = 2. (abajo) Densidad espectral de los ruidos 1/ f*.

Para cada m = {3,4,5,6} se obtienen #;(T, m) donde {i = 1,...,1000} junto
su desvio 6(Hr).

Luego, para cada a = {—1,0,1,2} una unica serie de tiempo fue simulada
para cada T = {60, 100, 120,400, 600, 2000, 3600, 5000, 10000, 20000, 50000}. En
cada serie se utilizo el algoritmo 1 para obtener 1000 réplicas bootstrap, 7:[;" (T, m)
para {b =1...1000} para cada m = {3,4,5,6}. Para estas muestras bootstrap se
analizo el sesgo (Ecuacion 6.9), el desvio estdndar (Ecuacién 6.7) y MSE (Ecuacion
6.10).

En lo que respecta a los intervalos de confianza, como para set de 1000 réplicas
bootstrap se obtiene un tnico intervalo de confianza, se repite este paso 50 veces
para obtener el Cuadro 6.1 que indica el nivel de confianza aproximado obtenido

por este método junto con la amplitud media de estos intervalos.
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6.3.2. Resultados

La intencion del experimento de simulaciéon es mostrar que la distribucion
obtenida mediante el bootstrap es cercana, en todo sentido relevante, a la
distribucién obtenida mediante la repeticién del experimento original (distribucion
empirica), y puede ser usada cuando el experimento no puede ser exactamente
replicado.

La Figura 6.3 muestra una comparacion entre el desvio estandar de las réplicas
bootstrap, con las hechas mediante la simulacién de Montecarlo (65(Hr) v 6(Hr)
respectivamente) para los distintos procesos estocésticos. Se encuentran algunas
discrepancias para valores pequenios de T (debido a que posiblemente no hay
suficientes datos para una buena estimacién de las probabilidades de transicion),
pero a partir de un cierto valor de 7', en todos los casos, la desviacion estandar
coincide.

En la Figura 6.4 se puede ver que que para cada m y «, el sesgo de la
estimacion bootstrap tiende a cero a medida que T" aumenta. De esta manera,
se puede decir que el estimador bootstrap de la Entropia de Permutacion es un
estimador asintéticamente insesgado. Con este tltimo resultado y con el hecho que
la desviaciéon estandar tienda a cero cuando 7" aumenta, este estimador bootstrap
pareciera ser un estimador consistente en media cuadratica. Y mas ain, para
valores grandes de T', el estimador bootstrap es tan eficiente como la estimacion
producida mediante la repeticién del experimento.

En la Figura 6.5, para un valor de a = 1, y para el mayor largo simulado
T = 50000, se presenta el histograma de un set de réplicas bootstrap junto con el
histograma del estimador obtenido por la simulacién de Montecarlo, en diferentes
escalas para cada m. En esta figura se puede apreciar la similitud de las formas
de los histogramas. Cabe notar que la diferencia en la posicién se debe a que las
muestras bootstrap dependen de s6lo una de las estimaciones de la Entropia de
Permutacién (que son aleatorias), pero esto no afecta las conclusiones inferenciales

que pueden ser obtenidas a partir de este estimador
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A

m « H(T,m) Fallo por menor Fallo por mayor Amplitud media
3 -1 0.995831848 0 0.04 0.00222
4 -1 0.989083439 0.02 0.04 0.00420
5 -1 0.983495069 0.04 0.04 0.00500
6 -1 0.97547007 0.02 0 0.00555
3 0 0.99990292 0 0 0.00057
4 0 0.999679839 0 0 0.00080
5 0 0.998800463 0 0 0.00134
6 0 0.994503528 0 0 0.00235
3 1 0.991622896 0.02 0.02 0.00340
4 1 0.983385433 0.02 0.02 0.00493
5 1 0.97600538 0.02 0.04 0.00591
6 1 0.966355927 0 0.06 0.00657
3 2 0.943233315 0.08 0.06 0.00959
4 2 0.90634703 0.04 0.02 0.01273
5 2 0.878452628 0.02 0.02 0.01413
6 2 0.853327039 0.04 0.02 0.01482

Cuadro 6.1 Intervalos de confianza con un nivel de confianza del 90 %
para cada m y cada a de los ruidos 1/f*. Se computé cudntas veces el
valor real de H -se utiliz6 la media de 7:[(T ,m) - quedé fuera de los intervalos de
confianza, es decir menor al limite inferior - Fallo por menor - o mayor al limite
superior - Fallo por mayor-. Para el ruido blanco el nivel de confianza es mayor
que el 90 % (de hecho es siempre acertado) pero para otros valores de « el nivel de
confianza general se encuentra entre un 85 % y un 95 %.

Para un estudio méas meticuloso del estimador bootstrap se calcularon cincuenta
intervalos de confianza con un nivel de confianza del 90 % para cada m y cada «
y se computé cudntas veces el valor real de H (de hecho se utiliz6 la media de
7:[(T ,m) que es el estimador de maxima verosimilitud) quedé fuera de los intervalos
de confianza. Los resultados se muestran en el Cuadro 6.1. Para el ruido blanco el

nivel de confianza es mayor que el 90 % propuesto, pero para otros valores de « el

nivel de confianza general se encuentra entre un 85 % y un 95 %.
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Figura 6.3 Desviacién estandar de # en funcién de T'. Comparacién de los
desvios estdandar de H de las réplicas bootstrap en rojo y las réplicas simuladas por
Montecarlo en azul. Se encuentran algunas discrepancias para valores pequenos de
T (debido a que posiblemente no hay suficientes datos para una buena estimacion
de las probabilidades de transicién), pero a partir de un cierto valor de 7', en todos
los casos, la desviacion estandar coincide.
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Figura 6.4 El sesgo bootstrap para diferentes valores de o en funcién de
T'. Se puede ver que que para cada m y «, el sesgo de la estimacién bootstrap tiende
a cero a medida que T' aumenta. De esta manera, se puede decir que el estimador
bootstrap de la Entropia de Permutacion es un estimador asintoticamente insesgado.
Con este ultimo resultado y con el hecho que la desviacion estandar tienda a cero
cuando 7" aumenta, este estimador bootstrap pareciera ser un estimador consistente
en media cuadratica.
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Figura 6.5 Histograma para un set de réplicas bootstrap. Para un valor
de a = 1, y para el mayor largo simulado 7" = 50000, se presenta el histograma
de un set de réplicas bootstrap (en rojo) junto con el histograma del estimador
obtenido por la simulacién de Montecarlo (en azul), en diferentes escalas para cada
m. En esta Figura se puede apreciar la similitud de las formas de los histogramas.
Cabe notar que la diferencia en la posicién se debe a que las muestras bootstrap
dependen de sélo una de las estimaciones de la Entropia de Permutacién (que
son aleatorias), pero ésto no afecta las conclusiones inferenciales que pueden ser
obtenidas de este estimador.

6.4. Aplicacién: datos EEG

Para ilustrar la utilizacién de los intervalos de confianza y test de hipotesis
propuestos en un contexto real, se presenta como pueden describir la incertidumbre
en la estimacién de la Entropia de Permutacién dentro de una tinica observacion de
una senal de EEG. Més precisamente como una primera aplicacion, se analizaron
cuatro conjuntos diferentes de EEG para pacientes sanos y pacientes con epilepsia
que han sido previamente analizados por Andrzejak et al. [2001b] (disponibles en
http://www.meb.unibonn.de/epileptologie /science/physik /eegdata.html).

La informacién consiste en 100 segmentos de datos (de los cuales se eligieron
10 al azar), cuya longitud es de 4097 observaciones con una frecuencia de muestreo
de 173.61 Hz., de actividad cerebral para diferentes grupos: se grabaron EEG de
superficie para cinco pacientes sanos despiertos con los ojos abiertos (set A) y
cerrados (set B), también se grabaron EEG intracraneales para cinco pacientes
con epilepsia durante intervalos libres de convulsiones desde fuera (set C) y desde

dentro (set D) de la zona generadora de convulsiones. Los detalles acerca de las
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técnicas de grabacion se pueden buscar en el articulo original de Andrzejak et al.
[2001Db].

El objetivo es comparar, mediante un procedimiento inferencial, la Entropia de
Permutacion de 4 sets diferentes de pacientes.

El enfoque clasico a este problema es muestrear varias sefiales de EEG de cada
tipo, y realizar un test de comparacién de medias con un test t si se presume
normalidad, o mediante un test no paramétrico, como el de Mann Whitney-
Wilcoxon. La comparaciones multiples se pueden hacer mediante un analisis de la
varianza y un posterior test de Tukey, o con su equivalente no paramétrico, el test
de rangos de Kruskal-Wallis.

Con este enfoque se pueden sacar conclusiones acerca de la relacion entre las
medias de la Entropia de Permutacion de las sefiales de EEG de los distintos sets,
pero no se puede comparar las dindmicas (mediante la Entropia de Permutacion)
entre senales individuales de esos sets distintos. Con el enfoque bootstrap presentado
en esta Tesis, se puede establecer si la dinamica de alguna senal particular en el set
A, por ejemplo, es significativamente diferente a alguna otra senal en particular
del set B. Y se podria repetir este procedimiento entre todas las senales de todos
los sets.

Se construyeron, como primera medida intervalos de confianza del nivel de
confianza del 90 % para la Entropia de Permutacion de las 10 senales de EEG de la
actividad cerebral para cada set (Figura 6.6) con el fin de tener una visualizacién de
la posicion del estimador de la Entropia de Permutacion junto con su variabilidad.
No estd de mas notar que el solapamiento entre intervalos no necesariamente
significa que no hay diferencias significativas entre dos Entropias de Permutacion
(Payton et al. [2003]). Para llegar a esa conclusién se debe hacer un test de hipdtesis
para la diferencia.

Por lo tanto, como segundo paso se realizd un test para la diferencia en la
Entropia de Permutacién entre las senales de EEG de voluntarios sanos despiertos

con los ojos abiertos (set A, en filas) y las senales de EEG de voluntarios sanos
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despiertos con los ojos cerrados. Los resultados se pueden visualizar en la Figura
6.7.

Para obtener un nivel de significacién global de 0.1 (o = 0,1) para los 100 tests
realizados, cada test individual para la diferencia en la Entropia de Permutacion de
una tnica senal del set A versus una unica senal del set B (cada celda) fue llevado a
cabo con un nivel de significaciéon de 0.001 (« = 0,001). 8 tests individuales fueron
rechazados de un total de 100 indicando que hay diferencias entre el set A y el
set B, pero 7 de esos rechazos pertenecen al mismo paciente cuya medicién pudo
haber sido afectada por un factor externo.

En la Figura 6.8, el mismo andlisis es extendido a todos los tipos de pacientes.
Todos los test globales indican que hay diferencias entre los sets, pero entre el set
A y el set B la diferencia es principalmente debida a un sélo paciente; todas las
Entropias de Permutacion de las senales de los EEG de los sets A y B son diferentes
a las de los sets C y D, excepto por una. Por el contrario, entre las entropias de
permutaciéon de las senales de los sets C y D las diferencias entre los individuos

estan distribuidas entre significativas y no significativas.
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Figura 6.6 Intervalos de confianza del nivel de confianza del 90 % para la
Entropia de Permutacién de las 10 senales EEG de la actividad cerebral
para cada set. Despiertos con los ojos abiertos (set A) y cerrados (set B), pacientes
con epilepsia durante intervalos libres de convulsiones desde fuera (set C) y desde
dentro (set D) de la zona generadora de convulsiones. No estd de mas notar que el
solapamiento entre intervalos no necesariamente significa que no hay diferencias
significativas entre dos Entropias de Permutacion. Para llegar a esa conclusién se
debe hacer un test de hipétesis para la diferencia.
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Figura 6.7 Test de hipdtesis para la diferencia en la Entropia de
Permutacion entre las senales de EEG de voluntarios sanos despiertos
con los ojos abiertos (set A, en filas) y las sefiales de EEG de voluntarios
sanos despiertos con los ojos cerrados (set B, en columnas). Para obtener
un nivel de significacion global de 0.1 (aw = 0,1) para los 100 tests realizados, cada
test individual para la diferencia en la Entropia de Permutacion de una tnica senal
del set A versus una tnica senal del set B (cada celda) fue llevado a cabo con un
nivel de significaciéon de 0.001 (o = 0,001). 8 tests individuales fueron rechazados
de un total de 100 indicando que hay diferencias entre el set A y el set B, pero
7 de esos rechazos pertenecen al mismo paciente cuya medicién pudo haber sido
afectada por un factor externo.
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Figura 6.8 El mismo andlisis de la Figura 6.7 es extendido a todos los
tipos de pacientes. Todos los test globales indican que hay diferencia entre los
sets, pero entre el set A y el set B la diferencia es principalmente debida a un sélo
paciente; todas las Entropias de Permutacion de las senales de los EEG de los sets
A y B son diferentes a las de los sets C y D, excepto por una. Por el contrario,
entre las Entropias de Permutacion de las sefiales de los sets C y D las diferencias
entre los individuos estan distribuidas entre significativas y no significativas.

6.5. Conclusiones del Capitulo

La repeticion del experimento que produce los datos para calcular el estadistico
H es la base para obtener su distribucion. La repeticion de este experimento con
las mismas condiciones, infinitas veces, daria la distribucion real de esta variable
aleatoria, por lo que un nimero suficientemente grande de repeticiones constituyen
la mejor estimacion posible de la distribucion del estadistico 7. En la practica es
imposible repetir un experimento no controlado, por lo que el espiritu del bootstrap
es realizar un experimento analogo con los datos que se tienen a mano.

En muchas situaciones, se desea comparar las dinamicas de dos procesos por
medio de la Entropia de Permutacién de sus sus series de tiempo. La pregunta que
surge es la siguiente:

J)IH1 = HQ?
Esta pregunta no puede ser respondida con estimadores puntuales (7:[1, 7:[2), porque

éstos son variables aleatorias continuas y van a ser diferentes con probabilidad 1.
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La pregunta que uno puede proponer es si la diferencia entre estas entropias es
estadisticamente significativa o no, y eso solo puede responderse si existe alguna
medida de la variabilidad para esta variable aleatoria continua, A = 7:11 — 7:12.
No se ha encontrado en la literatura este tipo de medida de variabilidad para la
Entropia de Permutacién como la propuesta en este Capitulo.

El estimador bootstrap propuesto para la Entropia de Permutacién es
asintoticamente insesgado y consistente en media cuadratica y para largos de
serie lo suficientemente grandes es tan eficiente como el que se obtendria mediante
el enfoque frecuentista si se pudiera repetir el experimento.

En resumen, se presenta una metodologia basada en la computacién para
obtener una medida de precision para el estimador de la Entropia de Permutacion.
Hasta el momento en la literatura solo se han usado estadisticas descriptivas para
caracterizar este cuantificador y, si el objetivo es obtener conclusiones que se
extiendan mas alla de las muestras, no se han encontrado métodos inferenciales.
Este método se presta también para realizar estadisticas inferenciales referidas a la
Entropia de Permutacién o mismo para cualquier otra medida de complejidad o
informacién que surja de la Funcién de Distribucién de Probabilidad propuesta

por Bandt y Pompe.



Capitulo 7

Influencia del ruido observacional
en la estimacién de la Entropia de

Permutacion

7.1. Introduccion

La Entropia de Permutacién -H- se presenta como particularmente 1til en
presencia de ruido dindmico y ruido observacional (Bandt and Pompe [2002]). En
ese mismo articulo, se comenta que las medidas de complejidad presentadas hasta
ese momento (Abarbanel [2012]; Ding et al. [1993]; Grassberger and Procaccia
[1983]) funcionan notablemente bien para series de tiempo simuladas de sistemas
dindmicos pero que la mayoria de ellas falla cuando se le anade ruido a las series.

Para series de tiempo observadas, la eliminacion del ruido requiere un pre-
procesamiento cuidadoso de los datos y un ajuste minucioso de los parametros
a utilizar llevando a complicaciones en el analisis, y los resultados obtenidos no
pueden ser reproducidos sin un especifico detalle del método de eliminacién de
ruido utilizado. El enfoque presentado por Bandt y Pompe se introduce como una
solucion posible a esta problematica y en el articulo donde la presentan muestran
el comportamiento de la Entropia de Permutacion al agregarle un ruido Gaussiano

a una senal deterministica, en particular al mapa logistico, concluyendo que dicho
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ruido observacional causa sélo un pequeno aumento en la Entropia de Permutacion.
En otro estudio, se hace un anélisis descriptivo del efecto del ruido dinamico en la
Entropia de Permutaciéon pero sin llegar a conclusiones acerca de la robustez del
estimador de la Entropia de Permutacién al ruido (Quintero-Quiroz et al. [2015]).

El objetivo de este Capitulo es profundizar sobre los efectos del ruido
observacional en el cdlculo de la Entropia de Permutacion con los siguientes

tres objetivos particulares:

» Hacer un anélisis descriptivo del efecto del ruido observacional en la estimacion

de la Entropia de Permutacion.

= Hacer un andlisis inferencial para determinar el umbral de ruido observacional
a partir del cual el test de hipdtesis presentado en la Seccion 6.2.2.2 del
Capitulo 6 puede diferenciar entre las Entropias de Permutacion de una serie

totalmente deterministica y de la misma serie con un cierto nivel de ruido. o.

= Hacer una andlisis inferencial utilizando el mismo test de hipotesis para
observar si series deterministicas con el mismo nivel de ruido o presentan
diferencias estadisticamente significativas en la estimacién de sus Entropias

de Permutacion.

El anélisis descriptivo del efecto del ruido observacional en la estimacion de la
Entropia de Permutaciéon arrojé resultados interesantes acerca de como el largo de la
serie T" afecta dicha estimacion, que si bien no era uno de los objetivos particulares,
su estudio es de interés principalmente para determinar un largo minimo 7,,;, que

debe tener la serie de tiempo para utilizar esta medida correctamente.

7.2. Simulaciéon numérica

La idea de la simulacion numérica es simular una serie de tiempo X*, proveniente
de un proceso deterministico sin ruido, de largo T* (lo suficientemente grande
como para suponer que T* — oo) para calcularle FDP de BP (Py). La Entropia

de Permutacion resultante -H = H(Px)- para cada dimensién de embedding m, se
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puede pensar como la Entropia de Permutacién “verdadera” de este proceso para
cada dimension.

De esta serie simulada, se elige un tramo X completamente al azar de largo T,
donde T <« T*, como una muestra de la serie de tiempo completa X*. Para este
tramo se estima la FDP de BP (Py) y la Entropia de Permutacién -H, = H(Py)-
correspondiente.

Luego a este tramo se le agrega un ruido observacional descorrelacionado
Gaussiano N de media 0 y varianza o2, obteniendo la serie Y contaminada con
ruido: ¥ = X + N.

A esta serie Y se le estima la FDP de BP 15y y la Entropia de Permutacién
—7:ly = ’H(f’y)—, que es la Entropia de Permutacién de la muestra afectada por un
ruido observacional.

Con estas simulaciones se va a realizar un andlisis descriptivo de H, y 7-Aly para
cada largo de serie Ty cada nivel de ruido o, y luego un anélisis inferencial para
determinar si el nivel de ruido ¢ influye significativamente en la estimaciéon de la

Entropia de Permutacién.

7.2.1. Serie de tiempo proveniente de una dindmica caética

El proceso elegido para esta simulaciéon estd dado por la ecuacion logistica:

T41 :l‘t+4 (1 —:Et) (71)

donde la serie X* = {z;}I", presenta una dindmica caética dado el pardmetro
r=4, y se simul6 para un largo 7* = 122107, con un valor inicial zo = 0,1. A esta
serie se le calculd la Entropia de Permutacién H = H(Py) para la dimensién de
embedding m = {3,4,5,6} que dado el largo de la serie, se puede pensar como la
Entropia de Permutacién verdadera del proceso.

A continuacion se eligié un numero k al azar tal que 1 <k < (T*—T+1) y se
tom6 el fragmento de la serie X = {2,}7%*"! de largo T. A este fragmento de la
serie se le estimé la Entropia de Permutacién -7, = H(lﬁ'x)— para cada dimension

de embedding m = {3,4,5,6}.
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Para cada largo de serie T' = {30, 120, 600, 3600} se repiti6 este procedimiento

100 veces, obteniendo los estimadores 7-29(;) ;e =1,2,...,100; para cada T .

7.2.2. Ruido observacional

El ruido observacional simulado N es el Gaussiano de media 0 y varianza o>

descorrelacionado:

N = {e&}r,, e ~N(0,0%) donde p(e,,e,) =0Vr # sy pley,e,) =1 (7.2)

donde p es la funcién de correlacion y los valores utilizados para o son los

siguientes:

o ={107%,5-1075,1075,5.1075,107,5.107*,0,001, 0,005, 0,01, 0,05, 0,1, 0,25, 0,5, 1,2,5, 5}
(7.3)

7.2.3. Serie de tiempo proveniente de una dindmica caética

contaminada con ruido
A cada fragmento X = {z,}7*"! de largo T se le adicion6 el ruido blanco
observacional Gaussiano siendo la serie resultante:

Y=X+N

{ud]™ = {25 e (7.4)

Entonces Y es un fragmento de la serie logistica elegido al azar contaminado
con un ruido blanco observacional Gaussiano de varianza o?. A cada una de estas
series Y se les estimo la Entropfa de Permutacién -H, = H (P, )-, obteniendo los

estimadores 7:[23“; 1 =1,2,...,100 para cada Ty para cada nivel de ruido o.
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7.3. Analisis descriptivo del efecto del ruido ob-
servacional en la estimacion de la Entropia
de Permutacion

En las Figuras 7.1, 7.2, 7.3 y 7.4 se muestran los bozplots para las entropias
ﬂéi); 1=1,2,...,100 para m = 3,4, 5, 6 respectivamente en funcién del nivel de
ruido o, y separadas por el largo de la serie 7' para su mejor comprension. La
linea horizontal negra en cada grafico corresponde a la Entropia de Permutacion
H = H(Py) calculada para T' = T* sin ruido agregado, que se asumié como la
verdadera Entropia de Permutacion proveniente del proceso cadtico. La Entropia

de Permutacion correspondiente a o = 0 es la que corresponde a la muestra X sin

contaminacion de ruido, es decir H,.

7.3.1. Efectos del largo de la serie en la estimacion de la

Entropia de Permutacion

El primer objetivo de este Capitulo es hacer un analisis descriptivo del efecto
del ruido observacional en la estimacién de la Entropia de Permutacion. Antes
de proceder al estudio del efecto del ruido se encontraron resultados interesantes
acerca de como afecta el largo T de la serie a la estimacion de o

En la literatura cientifica se sugiere utilizar un largo minimo de 5 m! (Amigo6 et al.
[2008]) pero se puede observar que con esta regla se pueden obtener resultados
sesgados: para cada dimension de embedding hay un T,,;, a partir del cual la
mediana de los H, se acerca al valor original de la Entropia de Permutacién H.

Para m = 3 esto ocurre a partir de 7' = 120, para m = 4 para un largo mayor
al'= 600, y para m = 5y m = 6 ya es necesario un largo minimo de 7" = 3600.
Esto se debe que para estimar la Entropia de Permutacion para una dimensiéon
de embedding m es necesario estimar P = {p(m),...,p(mm)}, es decir m! — 1

parametros, como se puede ver en el Cuadro 7.1.
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m 3 4 H 6
Pardmetros || 5 23 119 719

Cuadro 7.1 Parametros a ser estimados para cada dimension de
embedding para la estimacion de la Entropia de Permutacion

Si bien las series de tiempo obtenidas de procesos reales con las que se trabaja
usualmente son de largos T' =>> 5m/!, es de uso comun el uso de ventanas deslizantes
de ancho L (i.e se estima # para cada {z, )L~ Vk € {1,...T — L + 1}) para
mostrar la evolucion de la Entropia de Permutacién en el tiempo y es necesario
determinar un ancho minimo L,,;, para estas ventanas. Si bien este es un problema

abierto pareciera que este L,,;, debiera ser bastante mayor a 5 m!.

7.3.2. Efectos del ruido observacional en la estimacion de

la Entropia de Permutacion

Se analizara el efecto del ruido en la estimacion 7:[1/ a partir de largo T),in
correspondiente (especificado en la Seccién anterior) para cada dimensién de
embedding m con el fin de aislar el efecto del ruido del efecto del largo de la serie.

En las Figuras 7.1 a 7.4 se pueden apreciar tres zonas: una zona de crecimiento
lento de 7:ly para valores pequenos de o, dominando la dinamica deterministica;
una zona de transicion al ruido, de crecimiento rapido de la estimacion de la
Entropia Permutacion; y para valores grandes de o la Entropia de Permutacion se
acerca a su valor maximo H,,., = 1, es decir una dinamica dominada por el ruido,
en consonancia con otros estudios previamente realizados (Quintero-Quiroz et al.

2015]).
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Figura 7.1 Efecto del ruido observacional en la estimacién de la Entropia
de Permutacién en una serie de tiempo contaminada con ruido para
m = 3. Hay un T,,;, a partir del cual la mediana de los 7-Alw se acerca al valor
original de la Entropia de Permutacién H y para m = 3 esto ocurre a partir de
T =120
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Figura 7.2 Idem a la Figura 7.1 para m = 4. Se puede observar que el T},;,

en este caso es T = 600
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Figura 7.3 Idem a la Figura 7.1 para m = 5. Se puede observar que el T},;,

en este caso esta entre T'= 600 y T" = 3600.
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Figura 7.4 Idem a la Figura 7.1 para m = 6. Se puede observar que el T},;,

en este caso es T = 3600
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7.3.3. Analisis inferencial del efecto del ruido observacio-

nal en la estimacion de la Entropia de Permutacion

El segundo objetivo es hacer un analisis inferencial para determinar el umbral
de ruido observacional a partir del cual el test de hipdtesis presentado en la Seccion
6.2.2.2 del Capitulo 6 puede diferenciar entre las Entropias de Permutacion de una
serie totalmente deterministica y de la misma serie con un cierto nivel de ruido.

Como se mostro en la Seccion anterior, el ruido observacional influye en la
estimacion de la Entropia de Permutacion. Se pudo observar que para un largo de
serie dado T', a medida que aumenta dicho ruido (aumenta o), aumenta el valor
de la estimacion de la Entropia de Permutacion. Se diferenciaron tres zonas: una
dominada por la dindmica deterministica, una zona de transicién de crecimiento
rapido de la Entropia de Permutaciéon y una zona estable de ruido dominante
con Entropia de Permutacion maxima. Una pregunta que intenta responder esta
Seccién es a partir de qué nivel de ruido (cuantificado por su desvio o) un test de
hipotesis puede diferenciar la entropia H, de una senal pura, o sin ruido, de la
entropia 7—[:,(;’) de una senal a la que se le agregd dicho ruido observacional de nivel
.

Se va a utilizar el test de hipdtesis presentado en el Capitulo 6:

Hy : A =H, — Hé") = 0, y si se rechaza Hy, se puede decir que H, es dis-

tinto a 7—[;”) con una probabilidad o de cometer un error.

Para cada largo de serie 7' = {120, 200, 600, 3600}, para cada dimensién de embed-
ding m = {3,4,5,6} y para cada nivel de ruido o (acorde a 7.3), se repitié este
test 1000 veces, y se computo el ratio de test rechazados sobre el total de test
realizados. Este ratio se puede ver como una estimacion de la potencia del test
(1 — ) para detectar ruido en una sefal.

En la Figura 7.5 se pueden observar las curvas de potencia para los distintos

m, separadas para largo T'. En el Cuadro 7.2 se pueden ver los valores de 1 — 3
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en funcion del largo T' y dimension de embedding m que se utilizaron para la
realizacion de esta Figura.

Para valores pequenios de T, la potencia del test toma valores altos (i.e.
1 — 3 >0,8) solo cuando la serie esta contaminada con ruidos con valores altos de
o, pero a medida que el largo de la serie crece, el test se vuelve mas potente y, se
puede observar que para un largo de serie de T = 3600 el test puede detectar con
mucha eficacia la adicién de un pequeno nivel de ruido.

En un test estadistico clasico de medias existe un punto critico de la curva de
potencia que es cuando 1 — S(p;) = 0,5. Este punto indica que si el valor real
del parametro fuera pu; la probabilidad de cometer un error se equipara con la
probabilidad de acertar, al rechazar la hipotesis nula. Para muchas aplicaciones,
este valor puede ser visto como un punto de equilibrio.

Haciendo una analogia para este test puede ser de importancia analizar el valor
de 0 = 0. donde 1 — B(0.) = 0,5. Este punto critico o. se puede ver como el
punto a partir del cual el test de hipotesis tiene mas probabilidad de diferenciar
correctamente la entropia H, de una senal pura, o sin ruido, de la entropia ”Hz(f)
de una senal a la que se le agregd dicho ruido observacional de nivel o > o.. En la
Figura 7.5, las lineas horizontales en negro marcan 1 — 3 = 0,5, y su interseccion
con las curvas de potencia estimadas para cada m es 1 — 5(o.) = 0,5. A medida
que aumenta 7' este valor o. disminuye, y la Entropia de Permutacion detecta este

cambio de dindamicas para valores muy pequenios de ruido agregado.
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Figura 7.5 Las curvas de potencia (1 — 3) en funcién del ruido agregado
o. Se presentan las curvas para cada m: m = 3 en rojo, m = 4 en verde, m = 5 en
azul y m = 6 en violeta. Para valores pequenios de 7', la potencia del test toma
valores altos (i.e. 1 — 3 > 0,8) sélo cuando la serie estda contaminada con ruidos
con valores altos de o, pero a medida que el largo de la serie crece, el test se vuelve
mas potente y, se puede observar que para un largo de serie de T = 3600 el test
puede detectar con mucha eficacia la adicién de un pequeno nivel de ruido.
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El tercer objetivo es hacer una andlisis inferencial utilizando el mismo test
de hipdtesis para observar si series deterministicas con el mismo nivel de ruido
o presentan diferencias estadisticamente significativas en la estimacion de sus
Entropias de Permutacion.

Esta situacion es la que ocurre generalmente en las aplicaciones del mundo real
donde la obtencion de los datos generados por un proceso se realiza con el mismo
artefacto de medicion que se puede suponer que le anade el mismo nivel de ruido
observacional a todas las series registradas por el mismo.

Por lo tanto la segunda pregunta a responder, y quizas la méas importante, es si
un test de hipotesis detecta cambios en la Entropia de Permutacion debido a que
la senal es ruidosa y no debido a que la dinamica subyacente del proceso generador
de datos se ha modificado.

Se va a utilizar nuevamente el test de hipdtesis presentado en el Capitulo 6,

pero con la siguiente hipotesis nula:
Hy: A=HT -1 =0,

donde Y; e Y5 son dos series de tiempo provenientes de la ecuacion logistica
(es decir con la misma dindmica subyacente) con el mismo nivel de ruido.

Nuevamente, para cada largo de serie T' , para cada dimensién de embedding
m y para cada nivel de ruido o, se repitio este test 1000 veces, y se computo el
ratio de test rechazados sobre el total de test realizados. En este caso, este ratio
representa una estimacién del nivel de significacién « del test, ya que el rechazo
del test se puede ver como un error, indicando que los cambios en la estimacion
de la Entropia de Permutacion se pueden deber a efectos de la mediciéon y no a la
dindmica propia del proceso.

En la Figura 7.6 se muestra el nivel de significacion a en funcién del nivel de
ruido agregado ¢. En el Cuadro 7.3 se pueden ver los valores de o en funciéon del
largo Ty dimensién de embedding m que se utilizaron para la realizacion de esta

Figura.
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Se puede ver como el nivel de significacién para valores pequenios de o es
muy bajo a < 0,05, es decir que el test no detecta diferencias en la Entropia de
Permutaciéon para sefiales con la misma dinamica que presenten un bajo nivel de
ruido. En la zona de transicién al ruido, este error aumenta, pero se mantiene en
un nivel aceptable a = 0,1, y finalmente, en la zona dominada por el ruido el
nivel de significacion vuelve a disminuir mostrando de manera acertada que ambas

seniales son practicamente ruido.
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Figura 7.6 El nivel de significacion a en funcién del nivel de ruido
agregado o. Se presentan las curvas para cada m: m = 3 en rojo, m = 4 en verde,
m = 5 en azul y m = 6 en violeta. Se puede ver cémo el nivel de significacion
para valores pequeiios de o es muy bajo a < 0,05, es decir que el test no detecta
diferencias en la Entropia de Permutacion para senales con la misma dinadmica
que presenten un bajo nivel de ruido. En la zona de transicion al ruido, este error
aumenta, pero se mantiene en un nivel aceptable o /~ 0, 1, y finalmente, en la zona
dominada por el ruido el nivel de significaciéon vuelve a disminuir mostrando de
manera acertada que ambas senales son practicamente ruido.
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7.4. Conclusiones

La estimacion de la Entropia de Permutaciéon de una serie de tiempo se ve
afectada tanto por el ruido observacional ¢ afiadido a la serie como por el largo T
del tramo analizado.

El ruido observacional que presenta una senal proveniente de una dinamica
tiende a equiparar las probabilidades de apariciéon de cada simbolo del alfabeto
simbolico, aumentando su entropia. Si dicho ruido observacional es muy pequeno
comparado con la amplitud de los valores de la serie, no influye en la relacién
ordinal original de los valores de un patrén y por ende, no modifica su mapeo al
simbolo correspondiente, conservando la entropia original del proceso. A medida
que aumenta el ruido, dicha relacion se puede ver modificada e incluso presentar
patrones que no existirian de otro modo en dicha serie original, aumentando la
frecuencia de aparicion de simbolos originalmente poco probables y disminuyendo
la frecuencia de aparicion de los simbolos mas probables ya que existe la condicion
Y™ p(m;) = 1. Esto hace que la FDP de BP sea més cercana a la distribucién
equiprobable, aumentando su entropia.

En cuanto al largo de la serie T, el estimador de la Entropia de Permutacion
presenta la misma problemética que un estimador clasico cuando la cantidad de
datos disponible es pequena. Para cada estimacion % de dimensién de embedding
m es preciso estimar m! — 1 pardmetros por lo que el largo de la serie debe ser
mucho mayor a este valor (T >> (m! —1)).

Un test de hipotesis con la Entropia de Permutacién puede detectar la adicién
de ruido a una serie deterministica para valores pequenos de o si el largo de la
serie es lo suficientemente grande, pero rara vez en una aplicacion real se tiene una
serie no contaminada.

Mas importante es remarcar que cuando dos series provenientes del mismo
proceso medidas con el mismo instrumento de medicién (con el mismo nivel de
ruido) son comparadas mediante la Entropia de Permutacion, el test de hipdtesis
presentado en esta Tesis comete errores pequenos. Por lo tanto en el caso de que el

test detecte una diferencia entre ambas Entropias de Permutacion, hay una alta



7.4 Conclusiones 142

probabilidad de que se deba a que hay un cambio en la dindmica subyacente y no

al ruido observacional.



Capitulo 8

Discusién, Conclusiones y Futuras

Lineas de Investigacion

8.1. Discusiéon

Hace poco mas de 15 anos, Bandt y Pompe desarrollaron una herramienta
para caracterizar una dindmica proveniente de una serie de tiempo (o sefial) que
no requiere de pre-procesamiento y que solo exige una estacionariedad muy débil
que es generalmente satisfecha en casos experimentales, cuyo algoritmo es de facil
computo y ha rendido frutos en el estudio de los sistemas dinamicos que surgen
en las distintas disciplinas de la ciencia, y en particular de la Ingenieria. Esta
herramienta se basa en calcular las frecuencias de aparicién de ciertas estructuras (o
patrones) basadas en una simple funcién de autocorrelaciéon ordinal, presentes en la
serie de tiempo, y a partir de estas frecuencias, estimar la Funcién de Distribucion
de Probabilidades de estos patrones, que a lo largo de toda esta Tesis dimos en
llamar la FDP de BP.

A partir de esta estimacion de la FDP de BP, surgieron diversos cuantificadores
basados en la Teoria de la Informacion, siendo el principal y de mayor utilizacion
la Entropia Informacional de Shannon que dio lugar a la Entropia de Permutacion

-H-, que mide el grado de desorden o incertidumbre asociado a esta distribucion.
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Como consecuencia de los logros obtenidos por este cuantificador, otras medidas
de entropia que utilizan la FDP de BP, que son presentadas en el Capitulo 2, han
sido implementadas en el estudio de sefiales con diversos resultados. La Entropia de
Tsallis -S,- y la Entropia de Rényi -R,- son algunos de estos casos, extensiones de
la Entropia de Shannon para sistemas dindmicos con propiedades particulares, que
evaluados en la FDP de BP han dado resultados muy interesantes. Sin embargo,
su utilizacion no se ha extendido y un estudio mas exhaustivo de las mismas
puede llevar a descripciones mas acertadas en ciertos sistemas que las obtenidas
por la misma Entropia de Permutacion. La contrapartida de estas entropias es
que requieren de un parametro de ajuste o afinaciéon que no necesariamente es
obvio para cada senal a analizar. Mas recientemente en el tiempo, se desarroll6 la
Entropia de Permutacion Ponderada -H,- que intenta extraer mas informacion
que la simple autocorrelacién ordinal, ponderando cada patrén con una medida
de dispersion asociada a sus amplitudes, que ha sido un buen instrumento para el
estudio de sefiales, principalmente provenientes de EEG. Si bien es un algoritmo
que ha dado resultados en este tipo de senales, el marco tedrico en el que se basa
no es claro y no ha sido bien estudiado hasta el momento.

Como complemento de una medida de incertidumbre como la Entropia de
Permutacion, surgieron dos cuantificadores que utilizan la FDP de BP: una medida
global de complejidad, la Medida de Complejidad Estadistica -C-, y una medida
local de informacion, la Medida de Informacién de Fisher -F-.

La Medida de Complejidad Estadistica mide la interaccion entre el desequilibrio
(una distancia a una medida de equilibrio) y la Entropia de Permutacién. Es un
aporte importante ya que permite diferenciar las distintas dindmicas en un plano
informacional H x C.

Por otro lado, la Medida de Informacién de Fisher hace posible cuantificar
cambios en la dinamica de un sistema frente a cambios en el espacio de parametros
del mismo, gracias a que es una medida sensible a los cambios locales de la FDP de
BP. El principal problema de esta medida, que todavia no esta resuelto, es que es

dependiente del orden de los elementos del alfabeto simbdlico, de donde proviene la
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FDP de BP. No sélo el orden de los simbolos propuesto es arbitrario, sino como se
pudo ver en el Capitulo 2, este orden también depende de la metodologia utilizada
para la trasformacion de vectores embedding a simbolos.

Los Capitulos 2, 3 y 4 son el resultado de la primera etapa de la Tesis, un estudio
exhaustivo de las propiedades descriptivas de los cuantificadores provenientes de la
estimaciéon de la FDP de BP.

El primer periodo de esta etapa se realizd en las instalaciones del Instituto
Tecnolégico de Buenos Aires (ITBA) donde se tuvo acceso a experimentos con
maquinas rotativas y se estudié cémo los distintos estimadores de estas medidas
de complejidad “H, C y F- caracterizaban el funcionamiento de las maquinas en
estado balanceado y distintos estados desbalanceados. En el segundo periodo de
esta etapa se trabajé en el Hospital Italiano de Buenos Aires (HIBA), donde se
centro el estudio en el uso del estimador la Entropia de Permutacion “H- y sus
extensiones —7:1, gq, fia, }?oo, v H.- para la deteccion automaética de actividad
anormal en la dindmica eléctrica del cerebro mediante el estudio de senales de
EEG.

Habiendo estudiado cémo los estimadores de las distintas medidas de
complejidad caracterizaban un sistema dinamico surgié la siguiente pregunta:
,La Entropia de Permutacién puede distinguir entre series de tiempo provenientes
de procesos generadores de datos con distintas distribuciones marginales? Debido
a la pérdida de informacién acerca de la amplitud de los valores provenientes de
utilizar un método ordinal para su simbolizacion, la respuesta pareciera ser que no.

En el Capitulo 4 se trata esta problematica mediante la simulaciéon de procesos
estocasticos autorregresivos, que si bien estd muy estudiada y documentada para
las series de tiempo Gaussianas, no es el caso de las series de tiempo autorregresivas
Uniformes y Exponenciales cuya simulacién no es trivial. Mediante los resultados
obtenidos, se confirmé que la Entropia de Permutacion no distingue (y por ende
no se ve afectada) por la distribucién marginal de los datos, sino que caracteriza
unicamente su estructura de correlacion. Cuando en el estudio de la serie de tiempo

sea de relevancia dicha distribucién marginal, se recomienda usar la Entropia de
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Amplitud -H,-, es decir el funcional de la Entropia de Shannon evaluado en la
Funcién de Distribucién de Probabilidades empirica proveniente del histograma,
mediante un plano ‘H x H, que permite distinguir tanto la estructura de correlacion
como la distribuciéon marginal de la que provienen los datos. La Entropia de
Amplitud requiere, sin embargo, un parametro adicional que no es un problema
menor, porque es todavia un problema abierto inclusive en la estadistica clésica,
que es definir la cantidad de intervalos a utilizar para el cdlculo del histograma. Si
bien en esta Tesis se aplica la regla de Scott (el fundamento de esta decisién se
puede encontrar en el Apéndice B), existen muchas otras reglas que pudieran dar
buenos resultados para distintas series de tiempo.

Los resultados obtenidos en el estudio de las sefiales de EEG mediante la
Entropia de Permutacion alentaron su uso en el estudio de senales de signos vitales
para un modelado predictivo del comportamiento de pacientes en la Unidad de
Terapia Intensiva de Adultos (UTIA) (Astudillo et al. [2017]; Zelechower et al.
[2017]). Dichas senales de signos vitales estdn tomadas mediante un monitor
conectado al paciente cuya resolucién es de dos digitos decimales, resultando en
que el analisis de estas series de tiempo mediante la Entropia de Permutacion se
ve dificultado al no cumplir uno de los supuestos en los que se basa esta medida
de complejidad: un vector de embedding debe tener probabilidad 0 de contener
componentes iguales.

Es decir, esta problemética surge cuando se precisa estimar la Entropia de
Permutacion para caracterizar un sistema dindamico cuya serie temporal es adquirida
mediante un instrumento de medicion de baja resolucién que resulta en una alta
frecuencia de vectores de embedding con componentes iguales, situacion en la cual
no se puede efectuar la simbolizaciéon propuesta por Bandt y Pompe, ya que no se
cumple con uno de los presupuestos presentados en la teoria original. Para lidiar
con esta problematica se han encontrado en la literatura distintas metodologias
que intentan aplicar desde nuevas reglas de ordenamiento, pasando por agregar un
pequeno ruido observacional y también eliminar estos vectores de embedding con

componentes iguales y hasta definir un nuevo alfabeto extendido. En el Capitulo 5 se
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analizan en profundidad estas metodologias existentes y se presenta una propuesta
superadora, la Imputaciéon Basada en la Muestra. Mediante la simulacién de 39
mapas cadticos se muestra el buen desempeno de esta metodologia y se recomienda
su uso para estas series de tiempo cuyos datos se presentan con una baja resolucion.
Y si bien la Entropia de Permutacion no fue ideada para caracterizar series de
tiempo a valores discretos, es frecuente encontrar articulos donde se extiende su
uso a dichas series. La nueva metodologia presentada muestra ser eficaz también
en estos casos.

El principal objetivo de esta Tesis fue hallar una medida de precision del
estimador de la Entropia de Permutacion que permita construir un intervalo de
confianza asociado a dicha estimacion y desarrollar un test de hipdtesis potente
que pudiera dictaminar si dos series de tiempo difieren de manera significativa
(desde el punto de vista estadistico) en cuanto a su Entropia de Permutacion.

El Capitulo 6 es la consecuencia del estudio exhaustivo de la Funciéon de
Distribucién de Probabilidades de Bandt y Pompe y los cuantificadores de la
Teoria de la Informacion evaluados en dicha FDP de BP, realizados en los primeros
Capitulos, y da como resultado el logro del objetivo principal de esta Tesis: una
medida de precision para el estimador de la Entropia de Permutacién que permite
hacer inferencias con este cuantificador. No hay un método analitico hasta el
momento para encontrar la funcion de distribucion de este estimador y los métodos
tradicionales de bootstrap no paramétricos aplicados a series de tiempo han
mostrado no ser tutiles debido a que dichas metodologias, por su estructura de
funcionamiento, fallan en preservar la autocorrelacion de los valores de la serie,
aspecto fundamental en el que se basa la Entropia de Permutacién. El novedoso
método presentado en esta Tesis se inspira en el modelo de las cadenas de Markov
para pensar que la secuencia simbdlica, derivada de la serie de tiempo bajo estudio,
esta caracterizada en su totalidad por la matriz de las probabilidades de transicion
entre los distintos simbolos del alfabeto propuesto por Bandt y Pompe. De esta
manera, se modela a la dindAmica mediante un proceso generador de datos que

tiene como parametros a estas probabilidades de transicion. Con el método de
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bootstrap paramétrico, una estimacién de este modelo da lugar a la simulacion
de réplicas del estimador de la Entropia de Permutaciéon que permiten obtener
una distribucién que es en todas las maneras relevantes, analoga a la distribucion
empirica de dicho estimador. Esta herramienta estadistica computacional permite
hacer inferencias acerca de la verdadera Entropia de Permutacién proveniente de
un sistema dindmico y da lugar a la construccion de test de hipotesis e intervalos
de confianza para esta medida.

El cumplimiento de este objetivo permite estudiar el comportamiento del
estimador de la Entropia de Permutacion frente al ruido observacional omnipresente
en todas las series de tiempo provenientes de un experimento real desde un punto
de vista inferencial. Por lo tanto, en el Capitulo 7 se estudia en un principio
de manera descriptiva como afecta el ruido observacional a la estimacién de la
Entropia de Permutacion, y se muestra que agregar ruido siempre aumenta el valor
de esta estimacion. En cuanto al largo de la serie T', el estimador de la Entropia de
Permutacion presenta la misma probleméatica que un estimador clasico cuando la
cantidad de datos disponible es pequena y es necesario un largo minimo de la serie
de tiempo para lograr una estimacién confiable, que depende de la dimension de
embedding elegida. Luego se muestra que un test de hipétesis con la Entropia de
Permutacion puede detectar la adiciéon de ruido a una serie deterministica para
valores pequefios de o si el largo de la serie es lo suficientemente grande. Si bien
este resultado es interesante desde el punto de vista tedrico, en la practica se suelen
comparar dos series provenientes del mismo proceso generador de datos, medidos
con el mismo instrumento de medicién (con el mismo nivel de ruido). Por lo tanto
desde un punto de vista practico el resultado mas interesante es que en el caso de
que un test detecte una diferencia entre Entropias de Permutacion provenientes de
series de tiempo obtenidas con el mismo instrumento de mediciéon, hay una alta
probabilidad de que se deba a que hay un cambio en la dindmica subyacente y no

debido al ruido observacional.
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8.2. Conclusiones

Las medidas de complejidad han mostrado ser una herramienta importante en
el estudio de los sistemas dinamicos. En particular en esta Tesis se estudian las
medidas de complejidad provenientes de la Funcién de Distribucion de Bandt y
Pompe. Se realizé un estudio meticuloso de la FDP de BP y las distintas formas
de calcularlas seguin la bibliografia existente.

Esta Tesis presenta herramientas novedosas para la solucion de problematicas
particulares en la estimacion de la Entropia de Permutacion y logra el objetivo de
encontrar una metodologia para hacer inferencias de manera exitosa con respecto a
esta medida que se puede extrapolar a cualquier medida de complejidad derivada
de la Funcién de Distribucion de Bandt y Pompe. Finalmente se pudo mostrar de
manera inferencial que la Entropia de Permutacién es robusta al ruido cuando se
estudian series de tiempo provenientes de un proceso generador de datos, extraidas

de un mismo instrumento de medicién.

8.3. Futuras lineas de investigacion

Esta Tesis fue pensada y escrita de manera tal de representar un instrumento
bibliografico basico que sirva de punto de partida para los profesionales que en un
futuro se incorporen al grupo de investigacion.

En las Discusiones de este Capitulo se mencionaron distintas areas de estudio
que quedaron abiertas, como por ejemplo establecer un orden para los simbolos
del alfabeto de Bandt y Pompe que permitan un tnico estimador de la Medida
de Informacion de Fisher, y también hacer un estudio més amplio de los distintos
funcionales de la entropia aplicados a la FDP de BP, como la Entropia de
Permutacion de Tsallis y la Entropia de Permutaciéon de Rényi.

Por otro lado, las lineas de investigacion que surgen inmediatamente de esta

Tesis y son el préximo paso a seguir son las siguientes:

= El andlisis de la dindmica subyacente en las senales de EEG mediante la

Entropia de Permutacion se ha hecho hasta el momento de manera univariada.
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Sin embargo, durante el proceso de medicion de estas senales se graban para un
mismo paciente hasta 128 canales simultdneamente. El estudio de una posible
Entropia de Permutacion Multivariada que tenga en cuenta la autocorrelacion
una senal y también las correlaciones entre las senales de los distintos canales

es un desafio interesante para estudiar.

= El método bootstrap paramétrico presentado se inspira en las cadenas de
Markov, por lo tanto un estudio de las herramientas utilizadas en esta teoria
puede dar una visién mas completa de los cuantificadores evaluados en la

Funcién de Distribucion de Bandt y Pompe.
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Apéndice A

Algoritmos bootstrap

A.1. Algoritmo 1

Algorithm 1 Algoritmo del bootstrap paramétrico para la Entropia de

Permutacion
1: T« largo de la serie de tiempo

2: set m

3: set T

4: computar Pr(r;) (Ecuacién 6.1) de la serie de tiempo
5. computar 7:[T (Ecuacion 6.5) de la serie de tiempo

6: computar ]5%] (Ecuacion 6.3) de la serie de tiempo
7
8
9

b+ 1
: while b < B do
1< 1
10:  s7(b) « m, c.p. Pr(m) {i. e. el estado inicial de la b-ésima replica bootstrap}

11:  while:<T —m+1do

12: S(i11)(b) = T W.p. Pik(7) {i. e. el i-ésimo estado para la b-ésima replica
bootstrap}
13: 14—1+1

14:  end while

15:  estimar P*(7) usando S*(b) Ecuacién 6.1

16:  estimar H3;(b) usando P*() y la Ecuacién 6.5 {i. e. la b-ésima estimacién
bootstrap}

17: end while
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A.2. Algoritmo 2

Algorithm 2 Algoritmo para construir un intervalo de confianza de nivel 1 — «
para la Entropia de Permutacion

10:

while b < B do

generar 7{%(b)
end while
computar H4(e) = L8 Hz(i)
ordenar 6*(b) = H3(b) — Hi-(e) en orden creciente
set nivel de confianza 1 — «

/ # (5*<5%)

computar (5% +— 5% — <

@
B 2

{i. e. Si B=1000 y a = 0,1 elegir el elemento 50 del vector ordenado 6* }
computar

. . # (5*<§<17%)) o
Oy 4= 5(1—;)/3 <1-%

{i. e. Si B =1000 y = 0,1 elegir el elemento 950 del vector ordenado §*}
El limite inferior del intervalo de confianza es

méx(2Hr — Hi(e) + 0%, 0)

El limite superior del intervalo de confianza es

min(2Hr — Hi(e) + O(1—g), 1)
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A.3. Algoritmo 3

Algorithm 3 Algoritmo para el test de hipotesis de la diferencia de Entropias de
Permutacion

—_

—= o e e e e

[t
[=2]

17:

18:

19:

20:

computar H, la Entropia de Permutacién de la 1ra serie de tiempo

computar Hsp la Entropia de Permutaciéon de la 2da serie de tiempo
computar AAT = 7—21T — 7‘22T
while b < B do
generar 7-21;(13) la réplica bootstrap de la 1ra serie de tiempo
generar o, (b) la réplica bootstrap de la 2da serie de tiempo
end while
foriin 1 to B do
for kin 1 to B do
computar A% (n) = Hip(i) — Hop(k)
end for
: end for
. computar AL(e) = Y5 Az (n)

. ordenar 6*(n) = A% (n) — A%(e) en orden creciente
: set nivel de confianza 1 — «

# <§*<5%>
: computar 5*% — 5*% — =<

[N][e)

B

{i. e. Si B =1000 y a = 0,1 elegir el elemento 50 del vector ordenado §* }
compute

: )
Of1_ay < 5(1-;)/3 =1-3

{i. e. Si B =1000 y a = 0,1 elegir el elemento 950 del vector ordenado 6* }
El limite inferior del intervalo de confianza es

A+ 0%

El limite superior del intervalo de confianza es

Ap+6g)

Si 0 no pertenece al intervalo

Entonces H; # H, con una probabilidad de cometer un error «




Apéndice B

Regla de Scott para la cantidad

de intervalos de un histograma

La estimacion de la Entropia de Amplitud presentada en el Capitulo 4 se basa en
la estimacion de la funcién de probabilidades de las amplitudes de los valores de la
serie de tiempo mediante la funciéon histograma. En esta Tesis una heuristica simple
es utilizada para definir la cantidad de intervalos de dicha funcién histograma: la
regla de Scott. Tiene la propiedad de que es cercana al limite superior universal
del ancho maximo 6ptimo y en el caso de ser una distribuciéon Gaussiana minimiza
el Error Medio Cuadratico Integrado (Scott [1979]).

En la Figura B.1, H, es calculada para distribuciones no correlacionadas
Gaussianas, Uniformes y Gaussianas en funciéon de la varianza de la variable

aleatoria simulada o2

usando la regla de Scott. Se muestra que mediante
esta regla es posible distinguir entre las distintas distribuciones al calcular H,
independientemente de la varianza de la variable aleatoria. Por lo tanto esta regla es
robusta frente a cambios en la varianza y muestra ser muy 1til para la construccion

del plano H x H,.
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Figura B.1 La Entropia de Amplitud para los tres procesos estocasticos
descorrelacionados. En azul: la distribucién Uniforme, verde: distribucién
Gaussiana y rojo: distribucién Exponencial. Cada una de éstas fue simulada
usando distintas varianzas (eje ). La regla de Scott fue utilizada para definir la
cantidad de intervalos. La Entropia de Amplitud calculada de esta manera es capaz
de distinguir entre las distintas distribuciones de probabilidad para un amplio
rango de varianzas.



Apéndice C

Cédigos en R

#H2FUNCION DE DISTRIBUCION DE BANDT Y POMPE PARA m=3,4,5,6

;| require (combinat )

5s|# x es la serie a analizar

i|# d es el retardo de tiempo

# m es la dimension de embedding

bandt . pdf<—function (x,d=1,m=3)

{

T<—length (x)

dmax<—1

proba<—vector ("numeric")

if (m==3)

{
y0<—x[1:(T—2xd) ]
yl<—x[(d+1):(T—d)]
y2<—x[(2xd+1):(T)]
s<—2x ((y0>y1)+(y0>y2) ) +(y1>y2)
h<—is .na(y0)[is.na(yl)|is.na(y2)|(y0=yl)|[(y0=y2)|(yl=y2)
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dupli<—sum ((y0=y1) | (y0=y2) | (y1=y2))
s<—s—+6xh

p<—hist (s, breaks=c(—1:10) ,plot=FALSE)$counts
# cuenta la cantidad de veces que aparece cada patron
if (sum(p[l1:6])==0) {
proba<—rep (0,6)
1 else

{
proba<—p[1:6] / sum(p[l:6])

freq<—p[1:6]

}

if (m==4)

{
yO0<—x[1:(T—3%d) ]
yl<—x[(d+1):(T—2%d) ]
y2<—x[(2xd+1):(T—d) ]
y3<—x[(3xd+1):(T)]

s<—6* ((y0>y1)+(y0>y2)+(y0>y3) ) +2* ((y1>y2) +(y1>y3) ) +(y2>y3)

h<—is.na(y0)|is.na(yl)|is.na(y2)]|is.na(y3)|(y0=yl) |(y0=y2)
| (y1=y2) [(y0=y3) | (y1=y3) [ (y2=y3)
s<—s+24xh

dupli<—sum ((y0==y1) [ (y0=y2) | (yl=y2) | (yO=y3) | (y1=y3) | (y2=
v3))

p<—hist (s,breaks=c(—1:47),plot=FALSE)$counts

if (sum(p[l:24])==0) {
proba<—rep (0,24)
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} else
{
proba<—p[1:24] / sum(p[1l:24])
}
freq<—p[1:24]
}
it (m==b)
{

y0<—x[1:(T—4xd) ]
yl<—x[(d+1): (T—3%d) ]
y2<—x[(2*d+1): (T—2xd) ]
y3<—x[(3xd+1):(T—d) ]

(4d+1)

ya<—x[(4xd+1):(T)]

s<—24x ((y0>y1)+(y0>y2)+(y0>y3)+(y0>y4) )+
6 ((y1>y2)+(y1>y3) +(y1>y4) )+2% ((y2>y3) +(y2>y4) ) +(y3>y4)

h<—is.na(y0)|is.na(yl)|is.na(y2)|is.na(y3)|is.na(y4)|
(yO=y1) [(y0=y2) [(y1=y2) [ (yO=¥3) [ (v1=¥3) [ (y2=V3) |
(y0=y4) | (yl=y4) | (y2=y4) | (y3=v4)

s<—s+120%h
dupli<—sum( (y0=y1) [(y0=y2) |(yl=y2) [(y0=y3) [(y1=y3) | (y2
=y3) |
(yO0=y4) | (yl=y4) | (y2=y4) [ (y3==y4))

p<—hist (s,breaks=c(—1:239),plot=FALSE)$counts

if (sum(p[1:120])==0) {
proba<—rep (0,120)

1 else

{
proba<—p[1:120] / sum(p[1:120])

}

freq<—p[1:120]
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}

if (m==6)

{
yO<—x[1:(T—5x%d) ]
yl<—x[(d+1): (T—4%d) ]
y2<—x[(2*d+1): (T—3%d) ]
y3<—x[(3xd+1): (T—2%d) ]
yad<—x[(4*d+1):(T—d) ]
yh<—x [ (5 xd+1):T]

s<—120* ((y0>y1)+(y0>y2)+(y0>y3)+(y0>y4 ) +(y0>y5) ) +24x ((y1>y2)
+(y1>y3)+(yl>y4)+(y1>y5) )+
6 ((y2>y3)+(y2>y4) +(y2>y5) ) +2+ ((y3>y4) +(y3>y5) ) +(y4>y5)

h<—is.na(y0)|is.na(yl)|is.na(y2)]|is.na(y3)]|is.na(y4)|is.na(y5

)|

(y0=y1) [(y0=y2) [ (y0=y3) | (y0=y4) | (y0=y5) |

(yl=y2) [(yl==y3) [ (yl=y4) | (y1==y5) |

(y2=y3) |(y2=y4) | (y2==y5) |

(y3=y4) [(y3=y5) |

(yd==y5)

s<—s+720xh
dupli<—sum ((y0=y1) | (y0=y2) | (y0=y3) | (y0=y4) | (y0=
y5) |

(y1=y2) | (y1=y3) | (yl=y4) [ (y1==y5) |
(y2=y3) | (y2=y4) | (y2=y5) |
(y3=y4) [(y3=y5) |
(y4==y5))

p<—hist (s, breaks=c(—1:1439) ,plot=FALSE)$counts

if (sum(p[l:720])==0) {
proba<—rep (0,720)
1 else

{
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proba<—p[1:720] / sum(p[1:720])

}
freq<—p[1:720]

if (m==7)
{
y0<—x
yl<—x
y2<—x

s<—T720% ((y0>y1l)+(y0>y2)+(y0>y3)+(y0>y4 ) +(y0>y5 ) +(y0>y6 ) )+
120 ((y1>y2)+(y1>y3) +(y1>y4) +(y1>y5) +(y1>y6) ) +24x ((y2>y3)
+(y2>y4) +(y2>y5) +(y2>y6) )+
6 ((y3>y4)+(y3>y5) +(y3>y6) ) +2x ((y4>y5) +(y4>y6) ) +(y5>y6)

h<—is.na(y0)|is.na(yl)|is.na(y2)|is.na(y3)|is.na(y4)]|is.na(y5
)|is .na(y6)
(y0=y1) [ (y0=y2) | (y0=y3) | (yO=y4) | (y0==y5) [ (y0==y6)
(y1=y2) [(y1=y3) | (y1l=y4) | (y1==y5) | (y1==y6) |
(y2=y3) [(y2=y4) [ (y2=y5) | (y2=y6) |
(y3=y4) [ (y3=y5) | (y3=y6) |
(y4==y5) | (y4==y6) |
(y5==y6)

s<—s+5040x*h
dupli<—sum ((y0=y1) | (y0=y2) | (y0=y3) | (yO=y4) | (y0=y5) | (y0=

y6) |
(yl=y2) [(y1=y3) | (y1=y4) | (y1=Y5) | (y1=y6) |
(y2=y3) | (y2=y4) | (y2=y5) [ (y2==y6) |
(y3=y4) | (y3=y5) | (y3=y6) |
(yd==y5) [ (y4=y6) |
(y5=y6) )
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p<—hist (s,breaks=c(—1:10079) ,plot=FALSE)$counts

if (sum(p[1:5040])==0) {
proba<—rep (0,5040)

} else
{
proba<—p[1:5040] / sum(p[1:5040])
}
freq<—p[1:5040]
}
palabras<—sort (unlist (permn(as.character (1:m) ,fun=paste, collapse

=)

names ( freq )<—palabras

names ( proba)<—palabras

salida<—1list (freq ,proba,dupli)
names(salida)<—c("Frequency","Pi" "Repeated")

salida
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# SERIES AUTORREGRESIVAS EXPONENCIALES CON EL ALGORITMO DE LEWIS AND

LAWRENCE (1980)
rho<—c(0.75,0.5,0.25,0.125)

;| alpha<—2#%rho/(14+rho)

largo<—250000

j| en<—vector (length=largo)

epsilon<—function (largo ,alpha , beta)
{
En<—rexp (largo ,rate=1)
proba<—(1—beta)/(1—betatalphaxbeta)
bn<—rbinom (largo , size=1,proba)
en [bn==1|<—En[bn==1]
en [bn==0]<—(1—alpha)*beta+En[bn==0]

en

for (i in alpha)
{
for (j in 1:10)
{
x<—vector (length=largo)
beta<—1/(2—1)
rho<—ixbeta
en<—epsilon (largo ,i,beta)

bn<—rbinom (largo ,1,1)

x[1l]<—rexp(1l,rate=1)

for (1 in 1:(largo-1))

{
x[14+1]<—en[l+1]+bn[l+1]xbetaxx[]1]

n n

write.csv(x,paste0("exp—",rho, "run

gty




[}

3|4
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#NEARA (1) EN CASO DE CORRELACIONES NEGATIVAS

antiVn<—function (largo ,alpha)

Un<—runif(largo)

Vik—as . numeric (Unc=alpha)
Vnp<—as .numeric ((Un>=(1—-alpha)))
cbind (Vn, Vnp)

antiKn<—function (largo ,alpha , beta)
{
p<—(l—beta)/(1—(1—alpha)*beta)
Un<—runif(largo)
Kn<—ifelse (Unc=p,1,(1 —alpha)s*beta)
Knp<—ifelse (Un>=(1-p),1,(1 —alpha)xbeta)
cbind (Kn,Knp)

antiEn<—function (largo)
{
c=0.025
d=0.9
lambdap=1
lambdaq=1
a<—cxlambdap
b<—(1—d)*lambdaq
Pn<—rexp (largo ,rate=lambdap)
Qu<—rexp (largo ,rate = lambdaq)
Un<—runif(largo)
valorV<—function (U) {-log((1-U)/(1—c))}
valorW<—function (U) {-log(U/d) }

Vn<—valorV (Un) xas . numeric (Un>c)
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Wik—valorW (Un) xas . numeric (Un<d)
En<—a*Pn+Vn

Enp<—b*Qn+Wn

cbind (En,Enp)

### rho 0.05 si alpha=0.3 y beta =0.3
### rho 0.10 si alpha=0.6 y beta =0.4
### rho 0.15 si alpha=0.6 y beta =0.7
### rho 0.05 si alpha=0.5 y beta =l

coeficientes<—matrix (c
(0.3,0.3,0.05,0.6,0.4,0.1,0.6,0.7,0.15,0.5,1,0.2) ,byrow=TRUE, ncol

s|for(j in 1:10)

1

for (i in 1:4)
{
print (alpha<—coeficientes [i,1])
print (beta<—coeficientes [i,2])
print (rho<—coeficientes [i,3])
en<-NULL
enp<—NULL
En<—antiEn(largo)
Kn<—antiKn (largo ,alpha , beta)
en<—En[,1]«Kn[,1]
enp<—En[,2]«Kn[,2]
Vi<—antiVn (largo ,alpha)
Xn<—NULL
Xnp<-NULL
Xn[l]<—rexp (1)
Xnp[1l]<—rexp (1)
for (i in 2:largo)
{
Xn[i]<—en|[i]+beta*xVn[i,1]*Xnp[i—1]
Xnp|i]<—enp[i]+betaxVn[i,2]+«Xn[i—1]
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108
109 write.csv (Xn, paste0 ("exp—N" rho,"run" ,j,".csv"))
10 }

111 }

114|## Ruido exponencial descorrelacionado

ve| for (j in 1:10)

117 {
15| x<—rexp (250000)

n n : n

119 write.csv(x,paste0("exp—",0,"run",j,".csv"))
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#SERIES AUTOREGRESIVAS UNIFORMES CON EL ALGORITMO DE CHERNICK

H#ILAMADO UAR (1)

rdunifl<—function (k,n, pos=TRUE)

{
valoresposibles<—seq (0,(k—1)/k,1/k)
if (!pos) valoresposibles<—(—valoresposibles)
muestra<—sample (valoresposibles ,n, replace=TRUE)
muestra

}

#HHHE valores de rho solo pueden ser iguales a 1/k siendo enteros

| ke—c(1,2,3,4,5,6,7,8,9)

largo<—1000000

s|for (i in k)

{
x<—vector (length=largo)
rho<—1/1i
for (j in 1:10)
{
x[1l]<—rdunifl (i,1)
for (1 in 1:(largo-—1))
{
x[l4+1]<—rhoxx[1]4+rdunifl (i,1)

}

write.csv(x,paste0("uni—" ,round(rho,2),"run

k<—c(1,2,3,4,5,6,7,8,9)

sl for (1 in —k)

{

x<—vector (length=largo)
rho<—1/1i

n

Jaesv'))
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|

for (j in 1:10)

{

print (j)
x[1l]<—rdunifl(—i,1,pos = FALSE)

for

{

}

write.csv(x,paste0 ("uni—N" ,round(—rho,2),"run",j,

### Ruido uniforme

for (j in 1:10)

x<—runif (1000000)

(1 in 1:(largo—1))

x[l14+1]<—rhoxx[1]4+rdunifl(—i,1,pos = FALSE)

csv'"))

descorrelacionado

write.csv(x,paste0("uni—",0,"run",j,

"

.esv"))




N
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##CODIGO PARA GENERAR REPLICAS BOOTSTRAP

s| library (gtools)

bootBP<—function (x,m=3,d=1,repet=100)

I

### Funciones auxiliares

simula<—function (Mtrans, pi,n)

#simula los estados de una serie de tiempo dados las #probabilidades

de B&P

x<—vector ()

states<—colnames (Mtrans)

x [1]<—sample(states ,1,prob = pi)
for (i in 1:(n-1))

{

x[i+1]<—sample(states ,size=1,prob = Mtrans[,(x[i])])

entropia<—function (proba)

{
N<—length (proba)
c<—proba [proba!=0]

(=1)xsum (cxlog (c))/ (log (N))

fisher .info<—function (pi)
{

it (sum(pi)==0) {

return (NA)}

N<—length (pi)

if (pi[l]==1] pi[N]==1) {fo<-1}

else {fo<—0.5}

pO<—pi[1:N—1]

pl<—pi [2:N]
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Ii{

f<—(  ( sart(pl)-sqrt(p0) )72)
fisher .info<—foxsum (f)

fisher .info

Complexity<—function (pi)
{
N<—length (pi)
s<—function (pi) {
N<—length (pi)
c<—pi[pi!=0]
(~1)ssum(cxlog () / (log (N))

} ##tcalcula la entropia no normalizada

pe<—rep ((1/N) ,N) ## la distribucion uniforme

q0<—(—=2)/ ((((N+1)/N)*log (N+1))—2xlog (2«N)+log (N) ) ## cte de

normalizacion

j<—s((pit+pe)/2)—(s(pi)+s(pe))/2 ## distancia de Jensen — Shannon

q<—q0xj ##desequilibrio

Complexity<—s (pi)*q

Complexity

Mapping<—function (x,m,d)

T=length (x)

s|n<—factorial (m)
| if  (m==3)
|4

(T—2xd) ]
d+1):(T=d)]

xd+1):(T) ]
yO>y1)+(y0>y2))+(y1>y2)

yO0<—x[1:
yl<—x[(
y2<—x[(2

((

S<—2%
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# h sirve para eliminar los elementos iguales y los datos faltantes

h<—is.na(y0)[is.na(yl)|is.na(y2)|(y0=yl)|(y0=y2)|(yl=y2)
s<—s+6xh
repeated<—sum ((y0=yl) [(y0=y2) | (y1=y2))
brek<—10
}
if (m==4)
{
yO<—x[1:(T—3x%d) ]
yl<—x[(d+1):(T—2%d) ]
y2<—x[(2%d+1):(T-d)]
y3<—x[(3xd+1):(T)]

s<—6* ((yO>y1)+(y0>y2)+(y0>y3) ) +2x ((y1>y2) +(y1>y3) ) +(y2>y3)

h<—is .na(y0)|is.na(yl)|is.na(y2)|is.na(y3)|(y0=yl)|(y0=y2)|(yl
=y2) | (y0=y3) [(y1=y3) [ (y2=y3)

s<—s—+24xh

repeated<—sum((y0=y1l) [(y0=y2) [ (yl=y2) | (y0=y3) | (y1=y3) | (y2=
y3))

# h sirve para eliminar los elementos iguales y los datos
faltantes

brek<—47

ol if (m==5)
ol {

yO<—x [1:(T—4xd)]
[(d+1): (T—3+d)]

y2<—x [(25d+1): (T—2xd) ]
[(3%d+1):(T—d)]
[(4%d41):

(T)]

yl<—x

y3<—x

yad<—x [ (4 xd+1

s<—24x% ((y0>y1)+(y0>y2) +(y0>y3) +(y0>y4) )+
6+ ((y1>y2)+(y1>y3)+(y1>y4) ) +2% ((y2>y3) +(y2>y4) ) +(y3>y4)
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i

{

h<—is.na(y0)|is.na(yl)|is.na(y2)|is.na(y3)]|is.na(y4)|
(yO0=y1) [ (y0=y2) [ (y1=y2) | (y0=y3) | (y1=y3) [ (y2=y3) |
(y0=y4) | (yl=y4) | (y2=y4) [ (y3==y4)
s<—s+120xh
dupli<e—sum( (y0=y1) |(y0=y2) [ (yl=y2) [(y0=y3) | (y1l=y3) [ (y2=y3) |
(y0=y4) | (yl=y4) [ (y2=y4) | (y3==y4))

£ (nmb)
yO0<—x[1:(T—5x%d) ]
yl<—x[(d+1):(T—4xd) ]
y2<—x[(2*d+1): (T—3%d) ]
y3<—x[(3xd+1):(T—2xd) |
ya<—x [(4%d+1): (T—d)]
yh<—x[(5xd+1):T)]

§<—120% ((y0>yl)+(y0>y2) +(y0>y3) +(y0>y4) +(y0>y5) ) +24* ((y1>y2) +(y1>y3
)+H(y1>y4) +(y1>y5) )+

6+ ((y2>y3)+(y2>y4)+(y2>y5) ) +2% ((y3>y4) +(y3>y5) ) +(y4>y5)
h<—is .na(y0)|is.na(yl)|is.na(y2)|is.na(y3)|is.na(y4)|is.na(y5)|
(y0=y1) [(y0=y2) | (y0=y3) | (y0=y4) | (y0=y5) |
(y1=y2) [(y1=y3) [ (y1l=y4) [ (y1==y5) |
(y2=y3) [(y2=y4) | (y2==y5) |
(y3=y4) [(y3=y5) |
(y4==y5)
s<—s—+720xh
dupli<—sum ((y0==y1) [ (y0=y2) | (y0=y3) | (y0=y4) | (y0=y5) |
(y1=y2) [(y1=y3) [ (y1l=y4) [ (y1=y5) |
(y2=y3) [ (y2=y4) | (y2==y5) |
(y3=y4) [(y3=y5) |
(y4=y5))
}
s [s<n]
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|n<—factorial (m)

+| simb<—c ("0" ,LETTERS)

allstates<—apply (permutations(length (simb) ,2,simb,repeats.allowed
TRUE) ,1,paste0, collapse="")[1:n]

s|trans_states<—apply (permutations(length(allstates) ,2,allstates ,

repeats.allowed = TRUE) ,1,paste0 ,collapse="")

s<—Mapping (x ,m=m, d=d)

states<—allstates [s+1]

ns=length (states)
while (sum(states=—states[ns])==1) {
states<—states[—ns]

ns<-ns—1}

pi<—vector ("numeric' ,length = n)

names (pi)<—allstates
pix<—as.numeric(table(states))/sum(as.numeric(table(states)))
names ( pix )<-names(table (states))

pi[names(pix) |<—pix

hatentropy<—entropia (pi)

| hatfisher<—fisher.info (pi)

;| hatnmp<—sum ( pi==0)

hatcomplex<—Complexity (pi)

i| ss<—vector ("character"',length=ns—1)

ss<—paste0 (states [1:(ns—1)],states[2:ns])
ssl<—as.numeric(table(ss))

names (ssl)<-names(table(ss))

Mtrans<—matrix (nrow=n, ncol=n)

names (Mtrans)<—trans_ states

;| Mtrans [names (ssl)]<—ssl

Mtrans[is .na(Mtrans) |<—0

5| Mtrans<—matrix (Mtrans , nrow=n, ncol=n)

il normalize<—function (x)
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1+

)

j| entropy<—vector ()
(
)

[

205 }

if (sum(x)==0) {y<—rep(0,length(x))} else
{

y<— (x/sum(x))
}
}

;| Mtrans<—as . matrix (apply (Mtrans ,2 ,normalize ) )

colnames (Mtrans)<—allstates

5| rownames (Mtrans )<—allstates

)

missing<—vector
fisher<—vector (
complex<—vector ()

cantmuestra<—length (x)

for (b in 1:repet)

s<—simula (Mtrans, pi ,n=ns)

print (paste0("rep=",b, "'m=",m, 'n" ,cantmuestra))
pboot<—table(s)/sum(table (s))

pix<—vector ("numeric"' ,length = n)

names ( pix )<—names ( pi)

pix [names (pboot) ]<—pboot

entropy [b]<—entropia (pix)

missing [b]<—sum (pix==0)
fisher [b]<—fisher.info (pix)
complex [b]<—Complexity (pix)

salida<—data . frame (entropy , missing ,complex, fisher ,rep (hatentropy,

repet ) ,rep (hatnmp, repet) ,rep (hatcomplex ,repet) ,rep (hatfisher ,repet

))

05| names ( salida )<—c ("Entropy ", "NMP" |, " Complexity", "Fisher",6 "hatE" K6 "hatC"

,"hatNMP" , "hatF")

| salida

}
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