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Resumen

En esta tesis se describen dos desarrollos para estudios longitudinales con aplicaciones bio-
médicas. Estos desarrollos utilizan herramientas matematicas muy distintas, por lo tanto, parece
dificil ubicar ambos trabajos dentro de un mismo marco. Sin embargo, ambos trabajos tienen su
fundamento en la interpretacion de los coeficientes estadisticos y la evolucion temporal de los
datos, explotando las caracteristicas de los datos longitudinales.

El primer desarrollo consiste de una aplicacién algoritmica a una base longitudinal de pacientes
diabéticos en la que se analiza secuencialmente la expresién de algunos genes estratégicos. Consi-
derando esta base, se logré agrupar en 3 grupos a los pacientes por la variacién en su expresion
genética, presentando uno de los grupos caracteristicas clinicas distintas a los grupos restantes.
Ademas, en nuestro trabajo se desarrollaron algoritmos que permiten obtener nuevas caracteris-
ticas a partir de bases de datos donde las herramientas usuales de deteccién de patrones no son
recomendables.

Este descubrimiento es relevante ya que las caracteristicas de los grupos no estuvieron invo-
lucradas en el agrupamiento de pacientes y por lo tanto, presenta una potencial asociacién de la
cual no se tenia informacién.

Ademas, nuestra propuesta incluye un nuevo enfoque sobre el problema que permite evaluar
muchos algoritmos de clustering y comparar sus resultados. Considerando estas nuevas alterna-
tivas, hemos logrado encontrar una forma de agrupar observaciones que, en las bases de datos
seleccionadas, arroja mejores resultados que otros métodos preestablecidos.

El segundo desarrollo, es el de un algoritmo de deteccidén de trayectorias atipicas para bases
con alta variabilidad en las respuestas individuales, pero que siguen una cierta estructura que se
puede describir a través de un modelo estadistico que se adapta a dicha variabilidad.

A partir de este modelo se detectan de forma simultanea diversas caracteristicas de los in-
dividuos con evoluciones temporales que no acompafian dicho modelo estadistico. En nuestros
experimentos y simulaciones, hemos obtenido mejores resultados de deteccién que otros algorit-

mos establecidos.
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Capitulo 1

Introduccidén

1.1. Data Mining

En las dltimas décadas, los desarrollos en materia digital han cambiado de forma sustancial la
manera en la que se trabaja en diversas areas de investigacién [1], [2].

Para empezar, el aumento en las capacidades de almacenamiento en computadoras y servidores
permite a los investigadores registrar una gran cantidad de variables que pueden tener una potencial
influencia sobre cada fenémeno observado [3].

Por otro lado, en la actualidad, el proceso de carga de datos puede realizarse con mayor
facilidad. Por ejemplo, profesionales de la salud pueden cargar de forma digital los datos en el
momento de una consulta desde cualquier dispositivo [4].

Ademas, el incremento de la capacidad computacional de calculo también posibilita el proce-
samiento y anélisis de datos masivos. Por lo tanto, aumenta también la cantidad de preguntas que
surgen en la investigacién que se pueden responder y también la cantidad de relaciones que se
pueden establecer entre variables a un costo computacional reducido [5], [6].

Sin embargo, estos desarrollos traen aparejados otros desafios. De hecho, la alta dimensiona-
lidad ofrece una gran cantidad de opciones y dificulta la focalizacién en relaciones entre variables
especificas. Por otro lado, una mayor cantidad de variables también genera confusién a la hora
de descartar posibles influencias sobre un proceso. Es decir, las particularidades observadas en
una base de datos pueden deberse a varios factores y es dificil determinar cual de ellos tiene una
influencia real [7].

Por lo tanto, herramientas que permitan realizar nuevos descubrimientos a partir de grandes
bases de datos adquieren una mayor relevancia para lidiar con estas nuevas dificultades. Esta
drea de la investigacién, es la cominmente llamada Data Mining, aunque también es conocida
como KDD: Knowledge Discovery in Databases, definicién que enuncia el principal objetivo de las
aplicaciones correspondientes al area.

Una estrategia posible planteada en KDD es agrupar observaciones similares (segun algin
criterio pertinente) para luego detectar cambios en otras variables no involucradas en el criterio
de agrupacidn, teniendo como objetivo encontrar en dichas similitudes posibles explicaciones a los
distintos comportamientos grupales.

En algunas ocasiones, tener un conocimiento previo sobre el comportamiento de las variables

permite establecer una estructura usual para los datos, aunque no perfecta, de modo que se pueden
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identificar las observaciones que no cumplen el patrén comin, con el objetivo de encontrar nuevas
explicaciones para el mencionado comportamiento atipico.

Por otro lado, los datos longitudinales consisten de varias mediciones sobre la misma unidad
observacional a lo largo de un intervalo de tiempo [8]. Por lo tanto, es importante que un desarrollo
en bases longitudinales haga uso del hecho que los datos tienen un orden temporal y logre interpretar

las variaciones entre mediciones consecutivas.

1.2. Objetivos

La motivacién principal de esta tesis fue generar algoritmos que permitan detectar nuevos
patrones en bases de datos longitudinales.

Para lograrlo, se identifican caracteristicas frecuentes en bases correspondientes a aplicaciones
biomédicas, ademés de contemplar las limitaciones de los datos longitudinales. Los algoritmos
desplegados buscan adaptarse a dichas particularidades.

A lo largo del trabajo se describen dos desarrollos, que resultaron en la publicacién de sendos

articulos cientificos [9], [10].

1.3. Agrupamiento por expresion genética

1.3.1. Descripcion

El primer desarrollo [9] consiste de una aplicacién algoritmica a una base longitudinal de
pacientes diabéticos en la que se analiza secuencialmente la expresién de algunos genes estratégicos.
La expresion genética se puede medir evaluando la concentracién de cadenas de ARN mensajero
presentes en el citoplasma o de sus proteinas asociadas [11]. Considerando esta base, se logré
agrupar en 3 grupos a los pacientes por la variacién en su expresién genética, presentando uno de
los grupos caracteristicas clinicas distintas a los grupos restantes.

Este descubrimiento es relevante ya que las caracteristicas de los grupos no estuvieron invo-
lucradas en el agrupamiento de pacientes y por lo tanto, presenta una potencial asociacién de la
cual no se tenia informacién.

Ademas, nuestra propuesta incluye un nuevo enfoque sobre el problema que permite evaluar
muchos algoritmos de clustering y comparar sus resultados. Considerando estas nuevas alterna-
tivas, hemos logrado encontrar una forma de agrupar observaciones que, en las bases de datos

seleccionadas, arroja mejores resultados que otros métodos preestablecidos.

1.3.2. Antecedentes

Esta seccién tiene como objetivo la aplicacion de algoritmos de clustering a datos longitudinales
de expresién genética. La capacidad de adquisicidn de estos datos crecié enormemente en las Gltimas
décadas [12]. Mas aun, el crecimiento es mucho mas vertiginoso que el conocimiento que se tiene

sobre los fenémenos observados. Por lo tanto, cualquier herramienta que permita sacar nuevas
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conclusiones a partir de los datos de esta area puede ayudar a cerrar la brecha mencionada [13],
[14].

A la hora de analizar datos de expresién genética, muchos trabajos buscan agrupar morfolégi-
camente las evoluciones de la expresion de una gran cantidad de genes para identificar grupos de
genes que se expresan en conjunto o, en contraposicién, genes que se reprimen entre si [15], [16],
[17], [18], [19].

La mayoria de los trabajos asumen que los datos son tomados en el mismo instante de tiempo,
es decir, bases longitudinales balanceadas en el tiempo. Sin embargo, no siempre se puede asumir
que los instantes de medicién son simultaneos para todas las observaciones. Para adaptarse a
esta complejidad, el trabajo de Méller et al. [20] propone clusterizar los conjuntos de expresién
genética basandose en las pendientes entre observaciones, utilizando la distancia euclidea y una
versién similar a K-Medias que devuelve particiones “blandas” (ver seccién 5.1). Estos trabajos

suelen enfocarse en el nivel celular o molecular, sin aplicaciones clinicas.

Las aplicaciones clinicas de clustering morfolégico de trayectorias de expresién genética suelen
tener objetivos muy especificos y basarse en el aprendizaje supervisado [21], [22], [23], [24], [25].
Es decir, se busca encontrar genes predictores de una cierta condicién, pero conociendo esos datos

y teniéndolos como objetivo.

Sin embargo, en muchos casos no estd claro cudles de las variables pueden llegar a estar
relacionadas ya que se tiene un reducido conocimiento previo del fenémeno observado. Por lo
tanto, en esta tesis se extiende el trabajo de [20], haciendo uso del espacio de las pendientes para
poder aplicar distintos métodos de clustering y basdndose en distancias que no sean necesariamente

la euclidea.

1.3.3. Modelos mixtos de clases latentes

Otros trabajos utilizan un procedimiento que se basa en modelos de efectos mixtos (ver Capitulo
3) para identificar K clases [26], [27]. Es otro enfoque para agrupar observaciones que utilizamos

para comparar con nuestra propuesta.

Este procedimiento asume que hay una cantidad fija de grupos, pero que se desconoce a qué
grupo pertenece cada observacién. Por eso se denominan clases latentes. Utilizando las estimaciones
del modelo mixto, se determinan similitudes entre individuos para asignarle un grado de pertenencia

(medida en una probabilidad) a cada grupo.

Los trabajos que utilizan este procedimiento para datos longitudinales tienen buenos resul-
tados cuando las tendencias son relativamente estables (se asumen polinomiales), pero cuando
las trayectorias de respuesta sufren cambios abruptos, los coeficientes estimados pueden ser muy
sensibles a estos cambios y por lo tanto, distorsionan la capacidad de clasificacién del algoritmo.
Por otro lado, para aplicar este método debe conocerse de antemano el modelo que representa las
trayectorias de respuesta, que como se mencioné previamente, no es el caso para la mayoria de las

aplicaciones.
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1.4. Deteccién de trayectorias atipicas

1.4.1. Descripcion

El segundo desarrollo [10], es el de un algoritmo de deteccién de trayectorias atipicas.

En bases longitudinales donde hay una estructura en los datos explicada por un modelo estadis-
tico, se pueden detectar como atipicas observaciones o conjuntos de observaciones que se apartan
de ese modelo.

No hay mucho desarrollo sobre algoritmos que permitan esta deteccién simultanea de obser-
vaciones atipicas de distinta clase (estas clases seran detalladas en el Capitulo 6). Sin embargo,
encontramos un trabajo que nos permite comparar con nuestra propuesta y en nuestros experi-

mentos hemos obtenido mejores resultados.

1.4.2. Antecedentes

Una caracteristica comin de los conjuntos masivos de datos y de alta dimensionalidad es que
no suele haber mucho conocimiento previo sobre los vinculos entre la mayoria de las variables
observadas. Por ende, muchos de los antecedentes literarios de deteccion de outliers asumen una
cantidad minima de hipétesis.

Algunos métodos detectan outliers segin la densidad de observaciones cercanas . Es decir,
determinando qué proporcién de los datos se encuentra a una distancia prefijada. Si para una
observacién dicha proporcién es baja, se puede sospechar que ese dato se encuentra alejado del
conjunto mayoritario de datos. En contraposicién, a partir de una observacién, se puede analizar la
proporcion de datos que exceden cierta distancia y si dicha proporcién es alta, se puede identificar
a la observacion como atipica [28]. Otra alternativa es el célculo de distancia al k-ésimo dato
mas cercano. Mientras mayor sea esa distancia, mas alejado estara ese dato de la mayoria de las
observaciones [29].

Sin embargo, en esta area la mayoria de las aplicaciones emplean el “Local Qutlier Factor
(LOF)” [30], que también se calcula en términos de la densidad de datos cercanos. Ademas, las
detecciones basadas en algoritmos de clustering funcionan de manera similar, ya que los clusters
minoritarios y alejados del resto de los grupos se consideran outliers, y de algiin modo, se atribuye
a la densidad de observaciones cercanas [31].

Estas propuestas tienen variantes tanto univariadas como multivariadas, y éstas Gltimas se
basan generalmente en la distancia de Mahalanobis [32], [33]. Dicha distancia requiere de una
estimacién de un vector medio y de una matriz de covarianza en comin, cuyos resultados son
muy sensibles a las hipétesis distribucionales y a la presencia de datos extremos. Mas aln, los
datos no siempre obedecen a una media y covarianza coman. Por lo tanto, los resultados de dichos
algoritmos pueden ser deficitarios.

En otro enfoque, se puede utilizar el método de componentes principales, que provee combi-
naciones lineales ortogonales de variables que explican la mayoria de la varianza en los datos. Esto
permite reducir la dimensionalidad de los datos en algunas pocas combinaciones de variables, y

los datos que no se alinean con dichas combinaciones pueden ser consideradas outliers. Sin em-
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bargo, las combinaciones de variables no siempre son de facil interpretacién y puede resultar dificil
sacar conclusiones sobre variables especificas que puedan resultar de interés para la aplicacién

correspondiente.

Los métodos descriptos utilizan de algiin modo |a distancia entre vectores cuantitativos, iden-
tificando datos que se alejan de la mayoria de la poblacién. Sin embargo, agregar un contexto a
dichas observaciones puede identificar esos datos como verosimiles a pesar de la distancia. Por lo
tanto, a mayor conocimiento previo sobre los datos se puede establecer un contexto que cambie

las perspectivas sobre las detecciones positivas [34], [35].

Por otro lado, los métodos descriptos requieren que todas las observaciones tengan la misma
dimensién. Por lo tanto, no se adaptan a los datos que puedan faltar en un individuo particular y

excluyen todas las mediciones correspondientes al individuo.

Ademais, en la literatura se aborda la deteccién de outliers en series de tiempo, donde se
pueden consultar las referencias dadas en [36], [37], [38], [39], [40] y [41]. Estos trabajos se basan
en modelos estadisticos (en general regresivo o autoregresivo) para identificar valores normales y
detectar cambios de tendencia o desvios puntuales de los valores normales. Sin embargo, como se
explica en la seccién 2.3, las aplicaciones a series de tiempo se basan en herramientas matematicas
que no son validas en el contexto de datos longitudinales, y no son comparables con nuestro

trabajo.

La mayoria de los trabajos que abordan la deteccién de outliers utilizando modelos estadisticos
suelen estar focalizados en los modelos de efectos fijos [42]. En estos casos, debe considerarse
justamente que los outliers pueden afectar la estimacién de los parametros y que por lo tanto

pueden darse dos efectos:

= Que un dato atipico afecte de tal manera los parametros estimados que el outlier deja de

ser detectado como tal. Esto se denomina “masking effect”.

= En contraposicién, puede darse que por la influencia de un dato atipico, un dato que de-
beria ser considerado como “normal” pase a ser detectado como outlier por el efecto en las

estimaciones. Esto se denomina “swamping effect”.

Por lo tanto, para estos casos deberia utilizarse un método robusto de estimacién que no afecte
de manera significativa los valores de los parametros [43]. Sin embargo, estos algoritmos son de

mayor complejidad y generalmente se requieren condiciones especificas para cada aplicacién.

En cuanto a los modelos de efectos mixtos, la mayoria de los trabajos se focalizan en la
deteccién de individuos u observaciones influyentes, en el sentido de su efecto sobre los parametros
estimados. Por lo tanto, no hay muchos antecedentes de deteccién de outliers en el marco de
efectos mixtos. El trabajo de mayor similitud con nuestra propuesta es un trabajo de Zewotir et al.
[44], en el que también se buscan distintos tipos de anomalias, aunque establecen otros umbrales

para sus detecciones.
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1.5. Coincidencias entre ambos trabajos

Estos desarrollos utilizan herramientas matematicas muy distintas, por lo tanto, parece dificil
ubicar ambas publicaciones en un mismo marco. Sin embargo, ambos trabajos tienen su fundamento
en la interpretacién de los coeficientes estadisticos y la evolucién temporal de los datos, explotando
las caracteristicas de los datos longitudinales.

Nos parece importante recalcar la necesidad de interpretar los datos, las variables y sus co-
rrespondientes efectos en otras variables, dado que muchos desarrollos actuales de analisis de
datos omiten dichas apreciaciones y pueden ser usufructuados para enriquecer las herramientas de
analisis.

Ademas, ambas estrategias se sostienen en extensivas simulaciones donde los algoritmos son

testeados en condiciones tanto favorables como desfavorables para el rendimiento de los mismos.

1.6. Aportes

Ambos desarrollos ofrecen nuevas herramientas para encontrar potenciales asociaciones en ba-
ses de datos longitudinales, motivando nuevas preguntas de investigaciéon que no eran previamente
contempladas.

Mas afin, estos algoritmos contemplan las limitaciones en el contexto longitudinal de las he-
rramientas matematicas y estadisticas usuales. Por lo tanto, se aportan procedimientos especificos
que se adaptan a una estructura de datos muy frecuente en el ambiente biomédico, en el que puede
haber un tamafio muestral pequefio, pocos instantes de medicion, datos faltantes y heterogeneidad

en los valores.

= En el primer trabajo [9], nuestra interpretacién del uso de las pendientes en los algoritmos
de clustering permite mejorar las alternativas para agrupar por morfologia los conjuntos de

respuestas.

Ademas, en la aplicacion biomédica del algoritmo, se obtuvo un potencial vinculo entre
patrones en la expresién genética y caracteristicas clinicas observables aportando una nueva

perspectiva, que motiva nuevas investigaciones sobre este vinculo.

» El segundo trabajo [10] ofrece una nueva herramienta de deteccién simultdnea de observa-

ciones y conjuntos de observaciones atipicas en el contexto longitudinal.

Al basarse en medidas de dispersién y no en distribuciones especificas que pueden no cumplir-
se, los umbrales utilizados se adaptan bien a diversas situaciones y devienen en una cantidad

razonable de detecciones, con un buen balance entre verdaderos y falsos positivos.

Las metodologias comparables con nuestro trabajo dependen muy fuertemente de las hi-
pétesis distribucionales y ademas, tienen umbrales que no se adaptan a la variablilidad de
los datos y por lo tanto, puede dar demasiadas detecciones positivas (la mayoria no son

relevantes) o directamente no detectan anomalias.
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1.7. Organizacién de la tesis

Esta tesis se organiza del siguiente modo: En el capitulo 2 se hace referencia a las diversas
caracteristicas de los datos longitudinales, las correspondientes definiciones y notaciones. En el
capitulo 3 se detallan las particularidades de los modelos de efectos mixtos y su capacidad para
adaptarse a distintos tipos de variabilidad. En el capitulo 4 se describe la problematica ante datos
faltantes, las definiciones y simulaciones correspondientes. En el capitulo 5 se describen los mé-
todos tradicionales de clustering, la construccién del espacio de las pendientes, las simulaciones y
resultados del primer aporte mencionado. Ademas, se realiza una breve recopilacién de los métodos
establecidos para lidiar con estas pérdidas de informacién. En el capitulo 6 se discute el concepto
de outliers y cémo se aplica en los modelos de efectos mixtos para el segundo trabajo de esta
tesis, con sus correspondientes simulaciones y resultados. Por altimo, el capitulo 7 contiene las

conclusiones finales sobre el trabajo.
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Capitulo 2

Datos Longitudinales

2.1. Definiciones

Las bases de datos longitudinales se corresponden con estudios desarrollados en un intervalo
de tiempo en el que se realizan varias mediciones repetidas sobre las mismas unidades observacio-
nales (también llamadas individuos). Son muy comunes en areas de aplicacién como la medicina
en la que algunas caracteristicas de los pacientes son evaluadas de manera repetida en el tiem-
po. Generalmente se considera un instante inicial del estudio llamado tiempo basal y establecido
numéricamente como 0, aunque los estudios son muy diversos y esto no siempre ocurre.

Ademas, las mediciones de cada individuo se registran en distintos instantes de tiempo llamados
ocasiones de medicién, que puede establecerse de forma cualitativa ordinal o de forma cuantitativa.
Es deseable que para todos los individuos coincidan los instantes de medicién y la cantidad de
observaciones. En este caso, se dice que los datos son balanceados en el tiempo.

Sin embargo, esto generalmente no ocurre en los estudios longitudinales. Por un lado, es muy
dificil hacer coincidir los tiempos de medicién para todos los individuos, o que las diferencias entre
los instantes sea despreciable. Por otro lado, en general es dificil lograr el cumplimiento de todos
los participantes a lo largo del estudio y por lo tanto, algunos individuos tendran menor cantidad de
observaciones que otros. En este caso se dice que la base de datos es desbalanceada en el tiempo.

Vale aclarar que las bases longitudinales que son balanceadas en el tiempo suelen ser ensayos
diagramados con protocolos estrictos para la recopilacién de datos. Y ain en esos casos el cumpli-
miento de los participantes no siempre se adeciia a dichos requerimientos. Por lo tanto, en general,
las bases longitudinales son desbalanceadas en el tiempo.

Ademas, estos estudios suelen tener como objetivo el analisis del comportamiento de una
variable de interés, generalmente llamada variable de respuesta. Sumado a esto, para un mismo
individuo se tienen varias respuestas secuenciales, al conjunto de estas respuestas individuales se

le llama una trayectoria de respuesta.

2.1.1. Notacidn

A continuacién introducimos algunas notaciones. Los vectores y matrices son notados en for-
mato negrita. Se indica cada individuo con la letra i (1 < i < I), para el cual se identifica el nimero
de mediciones J; y cada ocasién de medicion con la letra j (para cada individuo 7, 1 < j < J;). En

el caso de bases balanceadas en el tiempo, J; = J paratodo 1 </ < I.
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Los instantes de medicién se representan con la letra t. Por ejemplo, t;; representa la j-ésima
medida repetida del i-ésimo individuo. En el caso de bases balanceadas en el tiempo, t; ; = t; para
todo1 </ <I.

Por otro lado, la variable de respuesta se nota con la letra Y. Analogamente a los instantes de
medicién, Y;; representa la j-ésima respuesta del i-ésimo individuo. Ademas, se puede definir la
trayectoria de respuesta Y; como un vector, donde se consideran todas las respuestas del individuo
i

Yi1
vio | 72 (2.1)

YiJ

i

Cada componente de este vector se considera una variable aleatoria y por lo tanto, tiene su
correspondiente esperanza y varianza, denotadas E[Y; ;] y V[Yi;] = E[(Y;; — E[Y;;])?] respectiva-
mente. Ademas, para pares de medidas repetidas sobre el mismo individuo se pueden considerar

las covarianzas
COV[YI',J&; Yi,j2] = E[(Yi,h - E[Yi,h]) ) (Yivjz - E[Yljz])] (1 <j1.)2 < Ji) (2-2)

Notar que cuando j; = j> = j, se obtiene la férmula para la varianza de Y; ;. Por otro lado, todas
las covarianzas de la trayectoria de respuesta Y; se pueden agrupar en una matriz de J; x J;,

generalmente denotada X;:

Cov[Yi1;Yi1] Cov[Yi1;Yia] --- Cov[Yi1;Viy]
CovlY;i2:Y; CovlY;2:Y; - CovlYiaY:

E, = Couly; = | (TR Coamial e coaul) g
COVD/I',J,'; \/I',].] COV[\/I',J,'; \/I',2] T COVD/I',J,'; s/l',J,']

Esta matriz es simétrica (Cov[Y;j;Yij,] = Cov[Yij;Yij]) y en su diagonal tiene las varianzas de
las distintas medidas repetidas (Cov[Y;;;Y:;j] = V(Y;;)). Ademas, se puede demostrar que esta
matriz es definida positiva.

Ademas de la variable de respuesta Y, puede haber otras P variables denotadas con la letra
X, también llamadas covariables. Por ejemplo, X; ; , representa la j ésima medicién de la p-ésima
covariable para el individuo i, con 1 < p < P. También las covariables se pueden representar de

forma matricial:

Xit1 Xii2 - Xiip
Xio1 Xip2 -+ Xiap

x;=|"" e " (2.4)
Xiga Xig2 - Xigp

La matriz de covariables X; también se suele llamar "Matriz de disefio". Vale aclarar ademas que
como se suele analizar la evolucién temporal de las variables de respuesta, una de las covariables

Xijp generalmente estd vinculada con el tiempo t; ;.
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2.2. Bases utilizadas

A continuacién describimos las bases que seran utilizadas a lo largo de este trabajo.

2.2.1. Base de datos FEV;:

Este estudio fue disefiado para caracterizar la funcién de crecimiento pulmonar en nifios y
adolescentes de 6 ciudades de Estados Unidos. Muchos de los participantes fueron reclutados
en edades entre 6 y 7 afios, y tuvieron seguimientos anuales hasta su graduacion de la escuela
secundaria (aproximadamente 18 afios). La base disponible se focaliza en una muestra aleatoria de
300 participantes del sexo femenino que residian en la ciudad de Topeka, Kansas. A los participantes
se les midié el volumen de aire exhalado durante el primer segundo de una espirometria, donde
se mide el volumen espiratorio forzado luego de 1 segundo (también llamado FEV;) en sucesivas
mediciones con el objetivo de analizar el aumento de su capacidad pulmonar a lo largo del tiempo.
En este caso, se puede considerar a la variable FEV; como la variable de respuesta.

Las medidas se dan a edades muy diversas y por lo tanto se registran las edades de forma
cuantitativa (medida en afios). Por lo tanto, esta base es desbalanceada en el tiempo. Por otro
lado, también se registra en cada medicién la altura de cada indidividuo (cada uno identificado

segin la variable ID).

NN DNDNDNNDNDND

Edad Altura FEV;
6.58 1.13 1.36
7.65 1.19 1.42
12.74 1.49 2.13
13.77 1.53 2.38
14.69 1.55 2.85
1582 1.56 3.17
16.67 1.57 2.52
17.63 1.57 3.11

TaBLA 2.1: Estructura de la base FEV;, focalizado en un individuo del estudio.

La Tabla 2.1 permite observar la estructura de los datos. Esta tabla permite visualizar varias
cuestiones discutidas anteriormente. Por empezar, la dificultad para mantener una constancia en
la recoleccién anual de los datos, ya que no hay registros entre los 8 y los 12 afios.

Por otro lado, se puede ver cémo crece la capacidad pulmonar de esta participante del estudio
a lo largo de los afios de forma casi constante, aunque se observa una respuesta atipica a los 16.67
afios, donde esta tendencia creciente se interrumpe. Por lo tanto, puede ser interesante analizar
los motivos de este cambio de tendencia y asi adquirir mayor conocimiento sobre el crecimiento
en la capacidad pulmonar. Se profundiza en este asunto en el Capitulo 6.

Las trayectorias de respuesta se detallan en la Figura 2.1. El grafico de trayectorias de respuesta
suele agruparse por individuo, uniendo las medidas sucesivas con lineas para poder observar la

variacién en la respuesta entre un tiempo y otro.
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A pesar de la heterogeneidad en las mediciones, se puede ver que el comportamiento a lo largo

de los afios de los valores de la espirometria suele ser creciente, con una forma determinada.

log(FEV1) [mm3]

Edad [Afios]

FIGURA 2.1: En esta figura se visualizan las distintas trayectorias de respuesta del logaritmo
del valor de la espirometria a lo largo de los afios

Puede ser interesante a partir de esta base identificar aquellos individuos cuyos curvas de
crecimiento son mas o menos pronunciadas respecto del comin de la poblacién. Ademas, se podria
intentar focalizar en los individuos que tienen crecimientos similares a los de la poblacién, pero con
un punto de partida diferente, alejado de los valores grupales. Estas tareas de deteccién también

son desarrolladas en el Capitulo 6.

2.2.2. Base de datos TLC:

Este estudio se realizé sobre 100 nifios con similares niveles de plomo en sangre. El objetivo fue
estudiar el efecto de un nuevo tratamiento llamado Succimer, que se suministra de forma oral. De
ser efectivo el Succimer, seria menos invasivo que el tratamiento de quelacién, el utilizado hasta
ese momento. Se aleatorizaron los pacientes a tratamiento y placebo en las mismas proporciones.
Luego, se les midi6 el nivel de plomo en sangre a tiempo basal; a la primer, cuarta y sexta semana,
a partir de la administracién de cada sustancia.

La Tabla 2.2 muestra las primeras observaciones de la base. Para cada individuo (identificado
con la variable ID), se registra el grupo al que fue aleatorizado y las mediciones de plomo en las
semanas correspondientes al estudio en 4 columnas distintas. En este caso, la base es balanceada
en el tiempo, ya que todos los individuos tienen la misma cantidad de mediciones y en los mismos
instantes de tiempo.

Se puede notar en las primeras observaciones que algunos individuos que fueron asignados al
grupo de tratamiento (ID 5y 6) tuvieron una baja drastica en el nivel de plomo en sangre en la
primer semana, aunque luego vuelve a crecer de forma leve, aunque sin volver a los niveles basales.
Este comportamiento es mas notorio cuando se grafican las trayectorias de respuesta y mas adn

cuando se divide por grupo en la Figura 2.2.
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ID  Grupo Sem0 Seml Sem4 Sem 6
1  Placebo 30.8 26.9 25.8 23.8
2  Succimer 265 14.8 19.5 21.0
3 Succimer 25.8 23.0 19.1 23.2
4 Placebo 24.7 24.5 22.0 22.5
5 Succimer 20.4 2.8 3.2 9.4

6 Succimer 204 5.4 4.5 11.9

TABLA 2.2: Estructura de la base TLC, los valores numéricos corresponden al nivel de plomo
en sangre de los participantes, medido en mg/dL. Las altimas cuatro columnas corresponden
a las mediciones de las semanas establecidas por el estudio.

Datos Totales

Placebo

Succimer

Nivel de plomo en sangre [mg/dL]

FIGURA 2.2: En esta figura se visualizan las distintas trayectorias de respuesta del nivel de
plomo en sangre a lo largo del estudio. Primero se ve el conjunto total de datos y luego se
separa por grupo para visualizar las distintas tendencias.

Tiempo [Semanas]

En la Figura 2.2 se ve la importancia de dividir por grupo el conjunto de datos, ya que el

primer panel no parece exhibir un comportamiento uniforme, pero al dividir por grupo se aprecia la

estabilidad de los valores del grupo placebo y el fuerte decrecimiento inicial en las respuestas del

grupo tratamiento. Ademas, vale aclarar que los niveles basales de ambos grupos fueron similares,

por lo que no se ve sesgo en la aleatorizacién de los grupos.

2.2.3. Base de datos NCGS:

El estudio denominado “National Cooperative Gallstone Study (NCGS)” tuvo como objetivo

estudiar la seguridad y efecto de la droga chenodiol como tratamiento de calculos biliares. La base

de datos consiste de 103 individuos aleatorizados a placebo y tratamiento, luego se monitoreé el

colesterol en sangre (variable de respuesta, medido en mg/dL) al comienzo del estudio y repetido

al sexto, al duodécimo, al vigésimo y al vigésimo cuarto mes.

La Tabla 2.3 permite visualizar los primeros individuos del estudio. La variable Grupo codifica

con el namero 1 al tratamiento y con el namero 2 al placebo, mientras que la variable ID identifica
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a cada individuo y las columnas restantes corresponden a las mediciones repetidas del colesterol
en sangre. Hay 68 mediciones faltantes por diversos motivos, que no pueden visualizarse a partir

de la base de datos ante la falta de variables explicativas.

Grupo ID Mes0 Mes6 Mes12 Mes20 Mes 24
1 1 178 246 295 228 274
254 260 278 245 340
185 232 215 220 292
219 268 241 260 320
205 232 265 242 230
182 213 173 200 193

1
1
1
1
1

SO RN

TABLA 2.3: Estructura de la base NGCS, los valores numéricos corresponden al nivel de
colesterol en sangre de los participantes, medido en mg/dL. Las altimas cinco columnas
corresponden a las mediciones de los meses establecidos por el estudio.

Las trayectorias de respuesta se ven en la Figura 2.3. En este caso, no se observa una diferencia
por grupo en términos de crecimiento o decrecimiento del colesterol. Por otro lado, dado que
graficamente se observa una mayor variabilidad en los niveles basales, parece haber un sesgo en la
asignacion de tratamiento. Sin embargo, esta variabilidad se ve muy acentuada por un individuo
con altos niveles basales de colesterol y fortuitamente, fue asignado a unos de los grupos y no

parece haber un sesgo sistematico.

Datos Totales Placebo Tratamiento
400 -
)
B
g B 24 V/‘
— 300+ T e
5 = == aSNMT=— NS
o A
N = =
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o e S S
8§ 200+ = e v

\‘\
!
\

0 5 10 15 20 250 5 10 15 20 250 5 10 15 20 25
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FIGURA 2.3: En esta figura se visualizan las distintas trayectorias de respuesta del nivel de
colesterol en sangre a lo largo del estudio. Primero se ve el conjunto total de datos y luego
se separa por grupo.

2.2.4. Base de datos DM:

Esta base de datos corresponde a un estudio del Instituto de Inmunologia, Genética y Meta-
bolismo (INIGEM), dependiente de la Universidad de Buenos Aires (UBA) y el Consejo Nacional
de Investigaciones Cientificas y Técnicas (CONICET).
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En el estudio, se analizaron en tres ocasiones a pacientes adultos recientemente diagnosticados
con Diabetes de tipo Il (T2D). La base tiene una alta dimensionalidad, aunque nuestro trabajo
se focaliza en analizar la expresién de un gen denominado Interleukina-18 (denotado IL-18 y

relacionado con la inflamacidn sistémica) y sus relaciones con el sindrome metabélico.

Las mediciones se dieron a los 0, 6 y 12 meses desde el diagndstico, aunque hay fluctuaciones
respecto a estos valores y se puede considerar el tiempo en el estudio como una variable cuantitativa
medida en meses. Las primeras observaciones de la base pueden visualizarse en la Tabla 2.4.
Muchas de las variables no requieren explicacion y estan medidas con unidades estandard. La
variable HbA1. representa el porcentaje de hemoglobina glicosilada, una variable importante para
el analisis diabetoldgico. Las variables HDL y LDL (medidas en mg/dL) representan los dos tipos
de colesterol, valores altos de HDL son deseables para una buena salud mientras el caso contrario
se da para el LDL. También se visualiza la cantidad de triglicéridos (TG, medidas en mg/dL) y la
variable de interés ILLBACt que representa la expresion del gen IL-18.

ID Tiempo Sexo Edad Talla Cintura Peso IMC HbA;. HDL LDL TG ILIBACt

1 0 M 59 1.69 114 97.0 33.96 8.44 52 155 141 1.686
2 0 M 53 1.65 106 82.0 30.12 8.10 33 86 182 -1.356
3 0 F 41 1.51 109 859 37.67 9.01 48 105 134 2.366
4 0 M 38 1.75 97 76.0 2482 1391 29 NA 234 5.133
5 0 M 40 1.69 111 92.0 3221 8.30 36 156 242 7.107
6 0 M 36 1.74 112 103.0 34.02 11.22 35 55 82 6.378

TABLA 2.4: Estructura de la base DM, considerando sélo algunas columnas ya que la base
original contiene 109 variables. El valor NA representa uno de los datos faltantes de la base.

En la Figura 2.4 se ven las trayectorias de respuesta de la expresién genética para los distintos

individuos del estudio.

Tiempo [Meses]

FIGURA 2.4: En esta figura se visualizan las distintas trayectorias de respuesta del nivel de
expresion del gen IL-18 a lo largo del estudio.
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2.2.5. Formato de la base

Hay dos formatos para las bases de datos longitudinales: formato wide y formato long. Ambas

tienen distinta utilidad y el uso de un formato u otro depende del objetivo del estudio.

Formato wide

El formato wide contempla maltiples columnas para las distintas medidas repetidas de aquellas
variables que cambian con el tiempo. Como ejemplos estan las Tablas 2.2 y 2.3.

El formato wide es Gtil para realizar comparaciones numeéricas entre los distintos tiempos ya
que se pueden realizar operaciones entre distintas columnas manteniendo la correspondencia de

cada individuo.

Formato long

El formato long considera que a pesar de tener medidas repetidas, las medidas corresponden a
una misma variable. Por lo tanto, en vez de considerar varias columnas para distintas mediciones
de la misma variable, se pueden fusionar esas columnas agregando una variable identificatoria de
los distintos instantes de medicién. Como ejemplos de formato long estan las Tablas 2.1 y 2.4.

El formato long se usa generalmente para graficar evoluciones temporales de distintas variables,

ya que se evaltan los valores de la misma variable a lo largo del tiempo.

Conversiéon de un formato a otro

Por ejemplo, la tabla 2.2 se puede convertir al formato long segin la tabla 2.5:

ID  Grupo  Semana Plomo [mg/dL]
1  Placebo 0 30.8
1  Placebo 1 26.9
1  Placebo 4 25.8
1  Placebo 6 23.8
2 Succimer 0 26.5
2 Succimer 1 14.8
2 Succimer 4 19.5
2 Succimer 6 21.0

TABLA 2.5: Estructura de la base TLC en formato long.

Notar que en este formato se reduce la cantidad de columnas y aumenta la cantidad de filas.
Este formato es el utilizado para graficar las trayectorias de respuesta ya que se pueden comparar
los valores de plomo en sangre con el tiempo de permanencia en el estudio.

Por otro lado, para pasar de formato long a formato wide, cada variable que varia con el tiempo
resulta en una cantidad de columnas coincidente con el nimero de mediciones. Por ejemplo, si se

quisiera pasar la Tabla 2.4 a formato wide, al haber 3 mediciones, resultaria en 3 columnas por
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cada una de las siguientes variables: Cintura, Peso, IMC, HbA;., HDL, LDL, TG, IL1IBACt, dando

como resultado una gran cantidad de columnas que no parece pertinente exhibir por su extensién.

2.3. Temporalidad de los datos

Como las medidas repetidas se toman sobre el mismo individuo, las mismas suelen estar corre-
lacionadas. Por lo tanto, las herramientas estadisticas que asumen la independencia entre obser-
vaciones no resulta adecuada en este formato.

Mas adn, las medidas repetidas suelen exhibir una correlacién positiva. Por ejemplo, viendo la
Figura 2.5 se puede ver cémo los niveles de plomo en sangre para los mismos individuos del estudio
TLC presentados en la Seccién 2.2.2 (representados con puntos para distintos pares de tiempos

segin el panel de la figura) presentan una correlacién positiva.
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FIGURA 2.5: En esta figura se grafican con puntos los niveles de plomo en sangre en individuos
de la base TLC, donde las coordenadas corresponden a los valores observados en el mismo
distintas semanas del estudio.

Se puede pensar a partir de esta informacién que los niveles de plomo no pueden bajar con el
tiempo. Sin embargo, esa interpretacién es incorrecta dado que la correlacién se calcula en base
a todos los individuos y por lo tanto, es una caracteristica poblacional, no individual. Para que la
correlacién sea negativa, deberia suceder que gran parte de los de niveles de plomo mayores a la
mediana en un tiempo logren un decrecimiento pronunciado y pasen a ser los de menor nivel de

plomo en sangre en otro tiempo, invirtiendo la posicién relativa a la mediana en casi todos los
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individuos, y ese comportamiento no suele observarse en bases longitudinales.

Mas ain, cuando las medidas repetidas con un orden temporal se toman sobre varios indivi-
duos, entran en juego tanto las caracteristicas individuales como las caracteristicas poblacionales.
Esta es la mayor diferencia con el drea estadistica de las series de tiempo. Generalmente, las series
de tiempo consisten de una gran cantidad de medidas repetidas sobre una o muy pocas unidades
observacionales, mientras que los datos longitudinales suelen presentar una gran cantidad de in-
dividuos con pocas medidas repetidas. Por lo tanto, las herramientas matematicas empleadas en
cada caso son completamente distintas. Por ejemplo, el calculo de transformadas de Fourier en un

pufiado de observaciones por sujetos no suele devenir en resultados confiables.

2.4. Fuentes de variabilidad

Generalmente las bases de datos biomédicas presentan una alta variabilidad entre sus obser-
vaciones. Este fenémeno se debe a la cantidad de factores que entran en juego en un proceso
biolégico y que pueden tener un efecto en las observaciones. Podemos dividir todos estos efectos
en tres categorias: Variabilidad intersujeto, Variabilidad intrasujeto y errores de medicién. En esta
seccién se describen las tres categorias, a modo de motivacién, a partir de un ejemplo sencillo
con datos simulados. En la Figura 2.6, se visualizan los resultados de una base de 2 individuos, 4

tiempos de medicién y los valores de la |a variable de respuesta.
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FIGURA 2.6: En esta figura se visualizan las distintas respuestas para dos individuos a lo
largo de un estudio ficticio. Las respuestas de ambos individuos son identificadas con simbolos
diferentes.

2.4.1. Variabilidad intersujeto

Distintos individuos pueden responder de maneras diversas ante los mismos estimulos, dando
lugar a la variabilidad intersujeto. Por ejemplo, en la Figura 2.6 se observa que las tendencias de
ambos individuos presentan una marcada diferencia en sus respuestas. Suponiendo que modelamos
con rectas las tendencias temporales, habria una recta que representa la evolucién de cada individuo
y la recta que representa la evolucién del conjunto de ambos (Ver Figura 2.7). Es decir, hay una

estimacién individual y otra estimacién poblacional.
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FIGURA 2.7: En esta figura se representan en rojo la tendencia temporal conjunta de ambos
individuos, y con rectas azules ambas tendencias individuales.

Podemos ver que las evoluciones individuales son muy distintas entre si y terminan afectando
la estimacién poblacional y de este modo, la tendencia poblacional termina sin representar con
precisién a ninguno de los dos individuos. Por lo tanto, cuando la variabilidad intersujeto es alta,
las estimaciones poblacionales terminan siendo menos representativas de cada individuo.

Para evitar una mayor variabilidad intersujeto, siempre que sea factible, conviene considerar
una poblacién con individuos que compartan la mayor cantidad de caracteristicas posibles. En un

estudio biomédico, esta diversidad se controla mediante los principios de inclusién y exclusién.

2.4.2. Variabilidad intrasujeto

A su vez, dependiendo del momento en que sea efectuada cada medicion, también puede
variar la respuesta de un mismo individuo. Por ejemplo, considerando las evoluciones temporales
presentadas en la Figura 2.8, las rectas de tendencia individual se determinan a partir de instantes

especificos de la evolucién del individuo en el tiempo continuo.

Respuesta
EN

Tiempo

FIGURA 2.8: En esta figura se agrega la respuesta continua de cada individuo con una linea
discontinua, en el que los valores medidos coinciden con los instantes de observacion.

Mientras mas alta sea la variabilidad intrasujeto, menos fidedignas seran las estimaciones de la

tendencia individual. Para estudios longitudinales, esta diversidad se suele controlar seleccionando
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cuidadosamente los instantes de medicion con el objetivo de evitar que haya efectos en la respuesta

propios del momento en el que se registra la observacién.

2.4.3. Errores de medicién

La variabilidad correspondiente a errores de medicién obedece a todos los factores que pue-
dan influir en los valores observados de un tiempo en particular. Por ejemplo, puede deberse a
un instrumento de medicién poco preciso o mal calibrado. Mas aln, las variables cuantitativas
continuas son redondeadas en una cantidad de decimales que de forma casi inevitable devienen en
una diferencia minima entre el valor real y el observado. Una ejemplificacién de estos fenémenos
se ve en la Figura 2.9, en algunos casos con errores exagerados para que pueda ser graficamente

visible:

Respuesta
£

Tiempo

FIGURA 2.9: En esta figura se representan con puntos negros los resultados de las mediciones,
que pueden diferir (marcado con segmentos verticales) de la respuesta real (siguiendo la linea
discontinua) del individuo en ese instante.



Capitulo 3
Modelos de efectos mixtos (MEM)

3.1. Modelos de efectos fijos (MEF)

3.1.1. Definiciones

Uno de los principales objetivos de los estudios longitudinales es evaluar la evolucién temporal
de la variable de respuesta y sus vinculos con otras variables llamadas explicativas, predictivas
o covariables. En algunas disciplinas, se suele considerar que las variables explicativas tienen un
“efecto” sobre la variable de respuesta. Cuando una variable tiene un efecto idéntico sobre todos
los individuos de una poblacién se dice que esta variable tiene un efecto fijo (lo llamaremos EF)
sobre la respuesta.

Mas aiin, se puede asumir que estos efectos son lineales. Es decir, para una variable de respuesta
Y:jy covariables X; 1, Xjj2,---, Xijp, un modelo lineal de efectos fijos (denotado MEF) asume

la siguiente estructura:
Yij=B1 - Xiji+ B2 Xijot+ - +Bp - Xijpte, (1<i<I1<j<J) (31)

donde los valores de B, (1 < p < P) son los EF (constantes desconocidas, también llamados
parametros de regresion). Por otro lado, la variable €;; denota el error de medicién y considera
todos los factores no contemplados por las covariables que pueden influir sobre la respuesta Y; ;.
Generalmente, estos modelos (como la mayoria de los modelos de regresién) asumen que los errores

tienen media nula. Por lo tanto,
ElYijl=81-Xiji+B-Xijo+---+Bp-Xijp, (1<i<I1<j<U) (3.2)

dando asi un modelo para la respuesta media a lo largo del tiempo.

Vale notar que se puede obtener una ecuacién matricial que resuma todos los instantes de

medicién correspondientes a un mismo individuo /i (1 </ < I):

Yi1 Xi1t1 Xiie - Xiip B1 €i1
Yi2 Xip1 Xip2 - Xiap B2 €2 .

] = ) ) ] i X . + . :>Y,':X,'><ﬁ+£,‘ (33)
Y Xiga1 Xig2 - Xigp Bp € J;
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Mas alin, se puede considerar otra ecuacién matricial que concentre los vinculos entre respuestas
y covariables para todos los individuos, concatenando las matrices Y;, £; y X; por filas. Llamando

N =YL . Ji ala cantidad total de respuestas observadas:

Y1 X1 B1 €1
Y> X B2 €2 ~
= X l+ 1 =Y=Xxf+¢ (3.4)
Y Xr Bp €1
—— > Y~ Y=
Nx1 Nx P Px1 Nx1

Por otro lado, los vectores €; pueden tener su propia matriz de covarianza R;, que en este
modelo es la misma que la de Y;, ya que la Gnica fuente de aleatoriedad viene dada por ¢;. Es
decir,

Y, = Cov[Yj] = Covlej] = R; (3.5)

Por lo tanto, como los errores tienen media nula, asumir este MEF es asumir que cada trayec-
toria de respuesta Y; sigue una distribucién normal multivariada:

—
1

Y,' ~ NJ,(X,- X ,3 ):,-) (3.6)

3.1.2. Estimaciéon de los parametros

La cantidad de variables explicativas (y sus correspondientes parametros) debe ser suficiente
para que la ecuacién represente de forma fidedigna la variable de respuesta. Sin embargo, debe
tenerse en cuenta que a una mayor cantidad de parametros se reduce la precision de cada valor
estimado, ya que la misma cantidad de datos se usa para una mayor cantidad de estimaciones.
Ademas, al sumar variables innecesarias a dicho modelo puede darse el fenémeno denominado
“overfitting”, en el que se da tanta prioridad a las observaciones disponibles que el modelo pierde
poder predictivo para nuevas observaciones. Por lo tanto, debe apuntarse a construir un mode-
lo parsimonioso que tenga la cantidad justa de variables que permita mantener un valor tanto
explicativo como predictivo.

La matriz de covarianza de las trayectorias (dada por X;) tiene como maximo M

para-
metros relativos a la covarianza entre medidas repetidas, ya que la matriz es simétrica. De todos
modos, es muy comin que se tome la matriz X; como diagonal con el mismo valor en todas las
coordenadas de la misma. Es decir, que se tome un Gnico parametro (generalmente denotado o?)
presente en todos los elementos de la diagonal y resulte X; = 02 - I,;, donde I,; es la matriz
identidad de J; x J;. Sin embargo, una matriz de covarianza diagonal se corresponde con medidas
repetidas independientes entre si y se contradicen las caracteristicas discutidas en la seccién 2.3.

Mas alla de estos casos extremos, se pueden asumir distintas estructuras para la matriz de
covarianza X; que reduzca la cantidad de parametros relativos a la covarianza. Esta estructura
resulta en un vector de parametros de covarianza 6 con una longitud H que puede tomar cualquier

i-(Ji+1)
2

J T .,
valor entre 1y . Las estructuras se asumen comunes a todos los individuos de la poblacién
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y por lo tanto, aunque el tamafio de la matriz pueda variar de individuo a individuo, los parametros
de covarianza de 6 son poblacionales y no individuales. Es decir, si hay menor cantidad de medidas
repetidas en algin individuo, no se agregan parametros nuevos sino que se asume que la matriz de
covarianza respeta la estructura, sélo que potencialmente tendra una menor cantidad de parametros
que los presentes en el vector 6, ya que se excluye como minimo una fila y una columna de la

matriz dada como estructura general para X; = X;(9).

Una vez planteado el modelo, se deben estimar a partir de las observaciones ambos vectores de
parametros B € RP (vector de EF) y § € R (vector de parametros de covarianza). Para obtener
los valores se apela a la estimacién por maxima verosimilitud. Este procedimiento se basa en la
distribucién probabilistica asumida (en este caso, normal multivariada) para hallar los valores de
los parametros que maximicen dicha probabilidad, contemplando todos los valores observados Y; ;
y Xi jp- Es decir, se busca resolver un problema de optimizacién que consiste un sistema de P+ H
ecuaciones (una para cada parametro del modelo) que en general no son lineales, resolucién que

suele requerir algoritmos heuristicos e iterativos para poder hallar una solucién.

En general los objetivos centrales de la estimacién conciernen al vector de EF . Sin embargo,
los pardmetros de covarianza 6 son necesarios para realizar el calculo. Una vez obtenidos los valores
estimados para la covarianza (denotados 5) se reemplazan los valores para estimar las matrices de
covarianza obteniendo ¥; = Z,-(é\), y se puede ver que los valores dptimos para estimar S vienen

dados por la siguiente expresion:

I -1
B = ZX?xfi_lxX;
i=1

1

I

X fo x T xY;
i=1

Este estimador tiene propiedades muy deseables:

= Esinsesgado, por lo que la distribucién del estimador esta centrada en el vector de pardmetros

que se busca estimar. Es decir, E[B] = §.

= Es consistente, por lo que a medida que aumenta el tamafio muestral la distribucién de

probabilidades del estimador se concentra alrededor del vector de parametros B. Es decir,

B — B

N—+o0

= Se conoce su distribucién asintética, a medida que el tamafio muestral aumenta, el estimador

~ ~ -1
B tiene distribuciéon multivariada: B N Np (6, (Zle X! x )'_',Tl X X,-) )

3.1.3. Modelos para la base TLC

Todos estos modelos fueron mencionados de forma tedrica, sin mencionar cémo se eligen
los parametros y las variables. En esta seccion veremos cémo se ponen en practica Con tal fin,

aplicaremos distintos modelos a la base llamada TLC, introducida en la seccién 2.2.2.



24 Capitulo 3. Modelos de efectos mixtos (MEM)

Modelo lineal

Cuando la variable temporal es cuantitativa, se puede modelar la respuesta media como una
funcién de esta variable temporal. El modelo mas simple, es aquel donde la respuesta (PI: cantidad
de plomo en sangre), evoluciona linealmente con el tiempo (t: en semanas, son 4 mediciones), es
decir:

Plij = Bo+ B1-tij+€ij, (1<i<100,1<;<4) (3.7)

Este conjunto de ecuaciones se puede representar para cada uno de los individuos de forma

matricial. Ademas, recordando que los tiempos de medicién son a las 0, 1, 4 y 6 semanas:

Pli1 1 tia i1 10
PI; 1t - L1y =
2 = iz | (Po) 2| 2 opy = xB+e, (1<i<100) (3.8)
Pli3 1 ti3 B1 €i3 1 4
Pl,‘v4 1 tig Ei4 1 6
—_———
X;

Notar que definiendo la matriz X;, se obtiene la expresién dada en 3.3. Esta matriz se denomina
“matriz de disefio” y contiene toda la informacién sobre las variables explicativas. Por lo tanto, su
composicién depende del modelo asumido para un vector de respuestas y sobre todo, cuales de las
variables se consideran explicativas.

Asumiremos inicialemente que la matriz de covarianza de los errores es X; = o2 - I;. Esto
contradice el hecho de que las respuestas repetidas en un mismo individuo deben estar correlacio-
nadas pero en la seccién 3.2.1 explicaremos con mayor detalle esta decisién. Con estas hipétesis,

se obtienen las siguientes estimaciones para los parametros del modelo:
» By = 22.976 = B = —0.401 " G =7.95618

Con estas estimaciones, se puede superponer la estimacién poblacional con las trayectorias (ver
la Figura 3.1) para evaluar el ajuste del modelo a los datos. Notar que los valores estimados de la
ordenada y la pendiente de la recta son consistentes con los observados en el grafico:

Vemos que el modelo no es muy representativo de los datos (avalado por el bajo valor del
R2=0.0118, medida estandard para evaluar un modelo de regresién lineal, que debe estar cercano
a 1 para dar sefial de un buen ajuste). Esto se debe a que los EF son comunes a toda la poblacién,
aan cuando los individuos puedan exhibir comportamientos diversos. Por lo tanto, recurriremos a

otras alternativas.

Modelo lineal por grupos

Una de las mayores falencias del modelo anterior es la imposibilidad de distinguir los modelos
segin el grupo de tratamiento o placebo, atin cuando la Figura 2.2 muestra que las trayectorias
son distintas para individuos de distintos grupos. Por lo tanto, un modelo estadistico deberia
contemplar estas diferencias. Esto parece entrar en conflicto con lo mencionado anteriormente,

cuando los EF se definieron como comunes a todos los individuos. Sin embargo, si se considera
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FIGURA 3.1: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta (con lineas discontinuas)
para la base TLC y la estimacién (con una linea sélida) por el modelo lineal dado en 3.7.

una variable que sélo tiene influencia en el caso de pertenecer a uno de los grupos, el modelo de

EF puede captar estas diferencias.

En este caso, consideraremos dos rectas, una por grupo, planteando el siguiente modelo:

4+ B1-tii+¢€;i; sielindividuo i pertenece al grupo Placebo
ol :80 ﬁl ij ij p grup 1 < i < 100
Y o o 1<j<a
B>+ B3 - tij +€;j sielindividuo i pertenece al grupo Tratamiento
(3.9)

Es decir, los coeficientes By y B1 representan la ordenada y la pendiente de la recta correspondiente
al grupo placebo, respectivamente. Analogamente, > y B3 representan la ordenada y la pendiente

de la recta correspondiente al grupo Tratamiento, respectivamente.

Matricialmente, se tiene lo siguiente:

Pl; 1 1 t1 0 O Bo £i1
Pl; 1 to, 00 i C e .

o - 2 X A1 + &i2 si el individuo i pertenece al grupo Placebo
Plis 1 tz 00 B2 €i3
Pli 4 1 tia 00 B3 €4

(1 <i<100)

Pli1 0 0 1 tin Bo €i1
Pl; 0 0 1 ¢

2= M2« A + &i2 si el individuo i pertenece al grupo Tratamiento
Plis 0 0 1 t¢g3 B2 €i3
Plia 0 0 1 tg4 B3 Ei4

(3.10)
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También se puede describir el modelo de la siguiente manera:

Pl; = Bo - Plac; + B1 - t; x Plac; + B, - Trat; + B3 - t; x Trat; + ¢; (3.11)
donde Plac; y Trat; se definen del siguiente modo:

1 si el individuo i pertenece al grupo Placebo
Plac; = P grup

0 si el individuo 7 pertenece al grupo Tratamiento

(3.12)
Trat 1 si el individuo i pertenece al grupo Tratamiento
rat; =
' 0 si el individuo i pertenece al grupo Placebo

Asumiendo que la matriz de covarianza de los errores es X; = 02-1;, se obtienen las siguientes
estimaciones para los parametros del modelo:

= o = 25.685 » Bo =20.267 "G

7.478
= B = —0.372 » B3 = —0.430

Con estas estimaciones, se puede superponer la estimacién poblacional con las trayectorias (ver
la Figura 3.2) para verificar el ajuste del modelo a los datos. Notar que las rectas tienen diferentes

ordenadas y pendientes segiin el grupo, consistentes con los valores estimados:

Placebo Succimer

2]
o
1

40-

20

Nivel de plomo en sangre [mg/dL]

Tiempo [semanas]

FIGURA 3.2: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta (con lineas discontinuas)
para la base TLC y la estimacién (con una linea sélida) por el modelo lineal dado en 3.9.

Ademas, el R? incrementa su valor respecto del modelo anterior (0.129). De todas formas, el
modelo sigue sin resultar satisfactorio, dado que no parece haber, al menos en el grupo Succimer,
un decrecimiento constante a lo largo del tiempo.
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Modelo cuadratico por grupos

Para agregarle complejidad al modelo de evolucién temporal de las respuestas, se puede agregar
un término cuadratico al modelo anterior. Es decir, para todo 1 </ <100y 1 <j < 4:
Bo+B1-tij+ P2 ti2,j +¢€;;j siel individuo i pertenece al grupo Placebo
Plij = (3.13)

B3+ Bs-tij+ Bs- t,?J +€ij siel individuo i pertenece al grupo Tratamiento

Matricialmente, ocurre lo siguiente, para todo 1 </ < 100:

Bo
P|,"1 1 ti1 ti2,1 0 0 0 ,31 £i1
Pl; 1 t> t, 0 0 0 i o
o - 2 2'2 X P2 + &l2 si el individuo i pertenece al grupo Placebo
Plis 1 tisz t3 0 0 O B3 €3
Pl;4 1 ta t, 0 0 O B £i4
Bs
Bo
Pl;i1 0 0 0 1 ¢t t,-%l B1 €i1
Pl; 0 00 1 tx ¢t -
ol n ’2'2 X & + &2 si el individuo i pertenece al grupo Tratamiento
Pl; s 0 0 0 1 tix ti3 B3 €3
Pl;a 0 0 0 1 t1 t7 Ba Eia
Bs

(3.14)

Escrito de forma mas sintética:
Pl; = Bo-Plac;+B:-t; x Plac;+B2-t? x Plac;+ B3- Trat,+ B4 -t; x Trat; +Bs-t? x Trat; +¢; (3.15)

donde t? es el vector cuantitativo de tiempos con sus componentes elevadas al cuadrado, mientras

que Plac; y Trat; se definen del mismo modo que en la ecuacién (3.12).

Con las hipétesis asumidas, los coeficientes estimados son:

= By = 2597 = B3 =23.973 = G =6.905
= B1=-0917 = Bs = —8.459
= B> = 0.092 = Bs = 1.288

Con estos valores, las estimaciones poblacionales se ven en la Figure 3.3.

Nuevamente, mejora el valor de R? respecto del modelo anterior (0.257). Puede notarse que
dado el pequefio valor de 32: en el grupo placebo la estimacidn es similar a la del modelo lineal.
Por otro lado, en el grupo Succimer se observa una parabola mas pronunciada que mejora la
representacion de los datos ya que se amolda al decrecimiento inicial y el posterior incremento
leve. Sin embargo, no parece situarse el vértice en el lugar correcto, ya que el cambio abrupto en

la trayectoria se da después de la primer semana.
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FIGURA 3.3: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta (con lineas discontinuas)
para la base TLC y la estimacién (con una linea sélida) por el modelo lineal dado en 3.13.

Modelo lineal semiparamétrico

Como el cambio abrupto parece darse luego de la primera semana, se puede adoptar un modelo
lineal a trozos (también llamado semiparamétrico), con un cambio de comportamiento en el modelo
a partir de un cierto tiempo (también llamado “nudo”). Para lograr esto, se puede definir la siguiente

variable:

t;-'tj = max{t;; — 1,0} (3.16)

Es decir, la variable tiene valor nulo para los instantes menores o iguales a 1 y empieza a tener

influencia en los valores posteriores.

Con esta definicién, se puede esbozar el siguiente modelo:
Bo+Bi-tij+ B2-t7;+¢i; sielindividuo i pertenece al grupo Placebo

Pls; = (3.17)

B3+ Ba-tij+ Bs-t7; +¢i; sielindividuo i pertenece al grupo Tratamiento

De modo similar al modelo cuadratico, esta definicién se corresponde con la siguiente estructura
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matricial, para todo 1 </ < 100:

Bo
Pli1 1 tia ti*,l 0 0 0 B1 €i1
Pl; 1 ¢ t'h, 0 0 O i
o i2 :2 X P + &i2 si el individuo i pertenece al grupo Placebo
Pli,3 1 ti3 t;,3 0 0 O ,33 Ei3
P|,"4 1 tia t;j4 0 0 O ,34 Ei4
Bs
Bo
Pl;1 0 0 0 1 ¢t t,fl B1 €i1
Pl; 0 0 0 1 t1 ¢t i C e . .
2| = 't 2| x & + &2 si el individuo i pertenece al grupo Tratamiento
P|,',3 0 0 0 1 ti1 t,?f3 53 £i3
Pl; 4 0 0 0 1 ¢t ti*,4 Ba €4
Bs

(3.18)
Ademas, se pueden resumir el modelo del siguiente modo:

Pl; = Bo-Plac;+B:-t; xPlac;+ B2ty x Plac;+B3-Trat;+ B4 -t; x Trat;+ Bs-t] x Trat;+¢; (3.19)

donde Plac; y Trat; se definen del mismo modo que en la ecuacién (3.12).
Los parametros estimados presentan los siguientes valores: Con las hipétesis asumidas, los

coeficientes estimados son:

= By =26.272 = B3 =26.54 = 0=6.644

= B = —1.607 » By = —15.244

= B2 = 1405 « Bs =16.428

Estos coeficientes deben interpretarse de la siguiente manera: la pendiente estimada para el
grupo placebo previo a la primer semana es 31 = —1.607, mientras que en el mismo grupo luego
de la primer semana influyen ambos coeficientes El y 32- Es decir, luego de la primer semana la
pendiente estimada es El —|—,§2 = —0.202. Del mismo modo, las pendientes estimadas para el grupo
Tratamiento son 34 = —15.244 previo a la primera semana y 54 + Es = 1.184 para los instantes

posteriores. Estas caracteristicas se observan en el grafico 3.4:

Se observa en la figura que el modelo representa mejor la evolucién de los datos y también se
observa en un valor reducido de & con repecto a los otros modelos. Esto se sustenta alin mas con
un aumento del R? ajustado, con un valor de 0.313.

Se pueden tener ademds en cuenta algunas caracteristicas para hacer mas parsimonioso el
modelo, ya que cada parametro que se agrega a un modelo trae aparejado un incremento en la
variabilidad de su estimacién. Por ejemplo, no parece haber una diferencia grupal en los niveles
basales, por lo tanto, podria considerarse un Unico parametro Sy en los modelos anteriores y
reemplazar las ordenadas correspondientes al grupo tratamiento por este mismo valor. Ademas,
en todas las variantes implementadas, el grupo placebo siempre se correspondié con trayectorias

grupales similares a una recta, por lo que podria tener sentido eliminar los términos denotados B
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FIGURA 3.4: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta (con lineas discontinuas)
para la base TLC y la estimacién (con una linea sélida) por el modelo lineal dado en 3.17.

en (3.13) y (3.17).

Mas alla de haber obtenido un modelo que cumple algunas propiedades deseables, se observa
mucha heterogeneidad y dispersién respecto de las estimaciones poblacionales. Justamente por
esta caracteristica, a pesar de que aumentd el valor de R? al cambiar el modelo, tiene valores muy

alejados de 1, su valor éptimo.

3.2. Modelos de efectos mixtos (MEM)

Para abordar el problema de la heterogeneidad, se introducen los efectos aleatorios (lo llamare-
mos EA). Para motivar la comprensién de los conceptos correspondientes, apelaremos nuevamente

a la base TLC en la seccién 3.2.1, focalizando en el grupo Placebo.

3.2.1. Efectos aleatorios (EA)

Recordando las trayectorias empiricas de los niveles de plomo en sangre para los individuos del
grupo placebo en el estudio TLC (ver Figura 3.4), las evoluciones son medianamente estables, por
lo tanto, puede tener sentido pensar las trayectorias como rectas. Sin embargo, a diferencia de lo

planteado en la ecuacién (3.9), se considerara una recta por individuo, es decir:
Plij=PBio+Bi1-tij+eij, (1<i<50,1<;<4) (3.20)

Es decir, para cada uno de los 50 individuos (ya que se toma sélo el grupo Placebo), se
considera una ordenada y una pendiente que no afecta el modelo de las otras trayectorias. Sumado

al parametro de la varianza o, resulta en un total de 101 pardmetros, lo cual parece un tanto
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excesivo considerando un total de 200 datos. Una vez estimados los valores By, B1i y o, las

trayectorias estimadas bajo el modelo 3.20 vienen dadas por

Pl; = Boj+ Bui - ti, (3.21)

En este escenario, se produce un efecto de overfitting y el modelo tiene capacidad explicativa
pero poca capacidad predictiva, ya que al ser los parametros individuales, una nueva observacidn
no tiene en los valores estimados una ordenada ni pendiente que le corresponda y se estima una

trayectoria de valor nulo.

Para poder adaptarse a la heterogeneidad, los EA se plantean de forma similar a la ecua-
cién 3.20, pero la ordenada y pendiente no se consideran EF, sino que son realizaciones inde-
pendientes de un vector aleatorio (B, = (bio, bi1)) de idéntica distribucién normal multivariada
(bj ~ N2(0,G), donde G es la matriz de covarianza de la distribucién). Notar que estas variables
tienen esperanza nula, al igual que los errores de medicién. Por lo tanto, estos valores sélo pue-
den predecir variables de media nula. De este modo, tomamos PI7; = Pl;; — E(PI; ) los valores

centrados y formulamos el siguiente modelo:

PIT,j = bi,O + b,',l b+ Eij (1 <i<h0,1<5 < 4) (3.22)

Estos coeficientes se denominan efectos aleatorios (EA) y un modelo de este formato se llama
un modelo de efectos aleatorios (MEA). Cada EA tiene una covariable asociada, para diferenciarla
de los efectos fijos, utilizaremos la letra Z para referirnos a estas variables, por lo que para cada
individuo / tendremos una matriz de disefio que denominaremos Z;. Con esta definicién, podemos

puede describir matricialmente el modelo del siguiente modo:

P|7’1 1 ti1 €i1
PI7 1 ¢ b €
2 = Pl ()T =P =2Zixbi e (3.23)
P|7’3 1 ti3 b1 €i3 !
——’
P|7y4 1 tia b; Eia
———— ———
PI Z; &i

Es decir, la aleatoriedad de la respuesta proviene tanto de los errores £; como del vector de EA
b;. En los modelos de este tipo, estas dos fuentes de aleatoriedad se consideran independientes
entre si. Con estas hipdtesis, el vector de respuestas tiene como media el vector nulo (dado que

tanto b; como ¢; tienen media nula) y su matriz de covarianza viene dada por:
Cov[Pl!] =H,=Z; xGx Z:+0%-1, (3.24)

donde Z' representa la transpuesta de la matriz Z;.

Notar que se asume que la matriz de covarianza de los errores ¢; se considera como antes

de estructura diagonal y de idéntica varianza, es decir, R; = o2 - I,. Ademas, al ser la matriz
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de covarianza de G € R?*? simétrica y definida positiva, G = 00 go1) _ (600 801

810 811 801 81,1
Es decir, consta de 3 parametros que se consideran idénticos para todos los individuos. Por lo

tanto, el modelo dado por 3.22 sélo contiene 4 pardmetros desconocidos (3 de la matriz G y o2
que corresponde a la varianza de los errores €; ;). Entonces, si bien ambos modelos 3.20 y 3.22
consideran rectas individuales, éste Gltimo requiere de un namero considerablemente menor de

parametros.

Notar que en este modelo todos los parametros son de covarianza, por lo que ninguno de los
valores estimados representa un efecto especifico sobre la respuesta media. Por lo tanto, cuando
se consideran EA se estd haciendo una apreciacién sobre cémo varian las ordenadas y pendientes
individuales, en vez de asignarles un valor, agregando una capacidad predictiva al modelo respecto
del dado en 3.20.

Hay otro aspecto que vale aclarar: hasta este momento, como el (nico componente aleatorio
de los modelos provenia del vector de errores €;, siempre coincidia su matriz de covarianza R; con
la del vector de respuestas X;. Ademas, hasta este punto siempre se consideré la matriz R; con
estructura diagonal que pareciera contradecirse con lo mencionado en la seccién 2.3, donde se
enfatiza que las medidas repetidas en un mismo individuo suelen estar correlacionadas de forma
positiva. Sin embargo, al incluir EA en un modelo, éstos tienen un efecto en la covarianza de las
respuestas. Por lo tanto, puede considerarse que la correlacién entre medidas repetidas es abordada
por los mismos EA y que los errores puedan considerarse con estructura diagonal. De este modo,
si bien hay toda un area de la literatura dedicada a modelar la matriz de covarianza de los errores
R; asignando distintas estructuras, en este trabajo asumiremos que tienen la estructura diagonal

con componentes idénticos a través de la misma.

Cualquier persona podria preguntarse a esta altura cuales son los valores que podrian tomar
las ordenadas y pendientes individuales, al no ser parametros fijos del modelo. La respuesta es
que se estiman por Maxima Verosimilitud en primera instancia los parametros go,0, 80,1, 81,1 Y O,
obteniendo sus respectivos valores estimados como goo, 801, 811 Y 0- A partir de estos valores
estimados, se estima en base a la trayectoria observada PI* un vector b; = (b/,\o b/,\l) del siguiente
modo:

b, =G x Z, x H'! x PI (3.25)

donde G se obtiene reemplazando los valores estimados de goo, 801 Yy 81,1, mientras que H,-_1

es similar a la inversa de la matriz H; dada en 3.24, pero con los valores estimados de o y de la
matriz G. Es decir: .
Al = (z,- xGxZ +5% IJ,> (3.26)

]

A partir de estos vectores y matrices, se puede conseguir una trayectoria estimada bajo el

modelo 3.22 mediante la siguiente ecuacién:
|5Fk,' = Z,' X B,’ (3.27)

En la Figura 3.5 se comparan los valores empiricos y las trayectorias estimadas dadas en las
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ecuaciones 3.21 y 3.27: Notar que ambos modelos se adaptan correctamente a la heterogeneidad

Estimaciones Estimaciones
(Efectos Aleatorios individuales) (Efectos Fijos individuales)

Datos Empiricos

Nivel de plomo en sangre (centrado) [mg/dL]

Tiempo [semanas]

FIGURA 3.5: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta para la base TLC y la
estimacioén por los modelos dados en 3.20 y 3.22.

de los datos. De todas formas, el MEA depende de una menor cantidad de parametros, presentando

un modelo méas parsimonioso.

3.2.2. Modelos de efectos mixtos (MEM)

Habiendo introducido el concepto de EA, se define un modelo de efectos mixtos (MEM) como
un modelo que contiene tanto EF como EA. Es decir, los EF modelan la tendencia grupal o pobla-
cional, mientras que los EA afiaden una posibilidad de adaptarse las particularidades individuales.
Por lo tanto, considerando B € RP*1 el vector de EF (comunes a toda la poblacién) y cada vector
individual de EA b; € R®*1, se puede generalizar el MEM para cada individuo i mediante la
siguiente expresién:

Yi=XixB+Z;xbj+e¢g; (3.28)

Como fue mencionado en la seccién 3.2.1, se asume que los vectores b; y ¢; tienen distribucién
normal multivariada de media dada por el vector nulo y matrices de covarianzas G € R*Q y
2. I, ¢ RIixJi, respectivamente. Ademas, se considera que las distribuciones de estos vectores
son independientes entre si.

Bajo este modelo, combinando lo visto en las ecuaciones 3.6 y 3.24, la trayectoria de respuesta

Y; sigue la siguiente distribucion:
Yi~ Ny (Xix B; Zi x G x Zj+0”-1) (3.29)

Respecto a la cantidad de parametros, este modelo considera P parametros correspondientes
Q- (Q+1)

a los EF dados en B, la varianza de los errores ¢;; (es decir, 0%) y un maximo de 5
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parametros correspondientes a G,la matriz de covarianza de b;. Esto altimo se debe a que la matriz
G es simétrica. A pesar de que se pueden considerar estructuras en la matriz de covarianza G que
reduzcan la cantidad de parametros relativos a los EA, en este trabajo asumiremos esta cantidad
w. Por lo tanto, un MEM tiene P + w

De todas formas, vale aclarar que si bien los EA permiten adaptarse a la heterogeneidad de los

maxima de parametros + 1 parametros.
datos, la cantidad de parametros asociados crece de forma cuadratica y, por lo tanto, se debe
evitar la inclusién excesiva de estos términos.

Una vez estimados los parametros del modelo, se obtienen E la matriz G y 0. A partir de estos
valores, y una trayectoria de respuesta Y;, se puede obtener una estimacién para el vector de EA
B,‘Z
by =GxZ x H ™ x (Y,--X,-xE) (3.30)
donde I/-\II_1 coincide con la expresién dada en (3.26). Notar ademas que la ecuacién 3.30 es similar
a la expresion obtenida en 3.25. La tnica diferencia es la resta a la trayectoria de respuesta respecto
de su valor medio. Esto se debe a que en la ecuacién 3.25 se asumia una media nula, dado que a las
trayectorias se les habia sustraido previamente la media, por lo que si se considera Y = Y;—X; XE,
la expresién coincide con la dada en 3.25 (considerando que la variable Pl representaba la variable
de respuesta Y en ese caso).

Es decir, a partir de estos valores, se puede obtener una estimacién poblacional (también

llamada respuesta marginal):
YO =X;x B (3.31)

que representa el valor esperado para una trayectoria segln el comportamiento de todos los indi-
viduos de la poblacién.

Ademas, se puede lograr una estimacién individual de una trayectoria del siguiente modo:
Y =X; xB+2Z; xb; (3.32)

Por lo tanto, estos modelos permiten abordar las particularidades de cada individuo, teniendo
en cuenta la estructura poblacional. Es por estas caracteristicas que son modelos predilectos para
el andlisis de datos longitudinales en la literatura, dada su capacidad de adaptarse tanto a la

variabilidad intersujeto como a la variabilidad intrasujeto.

3.2.3. Aplicaciones a bases de datos
Base TLC

Ya en la seccién 3.1.3 se encontré un modelo de EF adecuado para la tendencia poblacional
de la base TLC. Recordar que en la Seccién 3.1.3 se planted la posibilidad de no diferenciar las
ordenadas segin grupo, y en el grupo Placebo se puede asumir una pendiente uniforme para la
tendencia grupal a lo largo del estudio, sin necesidad de cambios posteriores a la primer semana.
Esto nos permite unificar los términos By y B3 de la ecuacion 3.19, al igual que se puede considerar

la remocién del parametro B> de dicha ecuacién.
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A partir de establecer estos términos como EF poblacionales, se pueden agregar EA individua-

les. Para cada individuo, se puede considerar un modelo lineal a trozos, es decir, considerar una

ordenada, una pendiente y una pendiente para los tiempos posteriores a una semana:

Efectos fijos

Efectos aleatorios

Pli=80-1+p61-tixPlaci+ B2 -t; x Trat; + B3 - t7 x Trat;j+bjo- 1+ bj1-ti+ bis-ti+¢;
(3.33)

Bajo este modelo, los parametros estimados tienen los siguientes valores:

Bo =26.2566891

B1 =-0.3829005

B, =-13.5450587

—

B3 =14.9258005

» 5=3.911242

11.8580  6.4903
6.4903  7.8956
—5.9762 —8.8783

—5.9762
—8.8783
10.2540

La figura 3.6 permite comparar las trayectorias reales con aquellos obtenidos a través de los

pardmetros estimados del modelo dado en 3.33.

Datos Empiricos

Valores estimados
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FIGURA 3.6: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta para la base TLC y la
estimacion por el modelo dado en 3.33.

Se puede ver en la figura que las estimaciones se adaptan a las heterogeneidades en ambos

grupos, salvo por algunas trayectorias atipicas en el grupo Succimer. Esto se debe a que los
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parametros de covarianza estimados para los EA no tienen valores que permitan lograr trayectorias
individuales tan desviadas de los valores grupales.

Por otro lado, vale aclarar que en en el grupo Placebo si bien no se considera un modelo lineal
a trozos a nivel grupal, las estimaciones individuales contemplan un posible cambio de pendiente

a partir de la primera semana, proporcionado por el pardmetro individual b; > en el modelo 3.33.

Base FEV

En la seccién 2.2.1 se introdujo la base FEV, en la que se estudia la evolucién de la capacidad
pulmonar en un grupo pediatrico de la ciudad de Topeka, Kansas. Se ve en la figura 2.1 que las
trayectorias no describen una tendencia lineal, sino mas bien céncava. Por lo tanto, en el libro de
Fitzmaurice et al. [8], se propone el siguiente MEM para la evolucién temporal de la capacidad

pulmonar (medida en FEV;):

Efectos fijos Efectos aleatorios

! N
log(FEV1); = Bo -1+ B1-tj + B - log(h)i + B3 -t + B4 - log(h®)i + big -1+ bj1 - t; +&;
(3.34)

donde t; y h; representan las mediciones edad (en afios) y la altura (en metros) del individuo i. A

su vez, t9y h? representan la edad y la altura del individuo / al inicio del estudio. Por otro lado,
la expresién log hace referencia al logaritmo natural.

En cuanto a las caracteristicas del modelo, los logaritmos permiten darle forma céncava a
las tendencias poblacionales. Ademas, contemplar los valores iniciales tanto de la altura como
de la edad (reflejados en los parametros B3 y Ba) permite incluir una componente de variabilidad
intersujeto que mitiga la varianza de la ordenada aleatoria b; o, permitiendo un modelo mas preciso
a nivel poblacional. Por otro lado, considerar en los EA sélo ordenadas y pendientes logra que pueda
haber ain mas diferencias individuales en las trayectorias individuales, sin afectar la forma céncava
poblacional, mas alla de los EF By y B1.

Bajo este modelo, los parametros estimados tienen los siguientes valores:

= By =-0.28832334 = By =2.23710842 = Bs =0.21821482
= B; =0.02352863 = B; =-0.01650884 = 5=0.060237881

n
o)

[ 0.01220700  —0.00043253
~ \ —0.00043253  0.000050103

En la figura 3.7 se pueden visualizar las trayectorias empiricas y estimadas. Se puede ver nueva-
mente, cémo las trayectorias estimadas terminan siendo céncavas y adaptadas a la heterogeneidad

propia de la base de datos.

Base NGCS

Recordando la base de estudio de colesterol introducido en la seccién 2.2.3, se puede observar

en la figura 2.3 que las trayectorias describen oscilaciones, pero siempre alrededor de una trayectoria
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Valores empiricos Valores estimados

log(FEV1)[mm3]

10 15 10 15
Edad [afios]

FIGURA 3.7: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta para la base FEV y la
estimacion por el modelo dado en 3.34.

estable, por lo tanto, en este modelo podemos considerar una tendencia poblacional lineal por cada

grupo y una recta individual que permita desvios de esta estimacién marginal:

Efectos fijos Efectos aleatorios
Chol; = Bo-1 x Plac; + f1 - ti x Placj + 2 -1 x Trat; + B3 - t; x Trat;+bjo-1+ b1 - ti+¢;
(3.35)

Bajo este modelo, los parametros estimados tienen los siguientes valores:

= Bo =236.3723219 = B> =232.3257 = 5=22.6043283

1611.900 —13.89400
s B =0.9630882 » B3 =1.220365 ~ \—13.80400  0.84779

En la figura 3.8 se visualizan las trayectorias empiricas y sus valores estimados. En este caso,
no se ve tanta correspondencia entre los valores empiricos y los estimados, aunque puede deberse
a que no haya suficientes variables en el modelo para explicar las fluctuaciones del colesterol en

sangre respecto de la tendencia lineal.
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FIGURA 3.8: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta para la base NGCS y
la estimacién por el modelo dado en 3.35.
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Datos Faltantes

Es muy comin que los estudios longitudinales tengan un problema de datos faltantes. Esto
se puede deber a varios motivos (por ejemplo, omisiones o errores de carga, etc.), pero mayo-
ritariamente tiene que ver con la duracién de los estudios, ya que se toman muchas mediciones
sobre los mismos individuos y es dificil mantener el cumplimiento en todas las instancias, atn en
ensayos clinicos con estrictos protocolos. Por lo tanto, es casi una certeza la ausencia de datos en
los estudios longitudinales y esta pérdida de informacién siempre debe ser considerada en cualquier
analisis.

A veces la ausencia de datos no se debe a un problema de cumplimiento, sino que la persona
que investiga no considera que la variable que se mide tenga un impacto en los valores de la variable
de interés. Esto marca la diferencia entre un dato ausente y un dato faltante. El dato faltante es
el dato que se considera de relevancia, pero que por algiin motivo no fue registrado. Es decir, un
dato faltante involucra una pérdida de informacién que puede resultar sensible, sobre todo porque
algunas metodologias estadisticas requieren que la cantidad de observaciones por individuo sean
idénticas para toda la muestra.

En esta seccién asumiremos que todas las variables explicativas son observadas y nos referiremos

a Y° como el vector de respuestas observadas y a Y™ como el vector de respuestas faltantes.

4.1. Mecanismos de datos faltantes

Para analizar cuanto influyen los datos faltantes sobre las estimaciones, se definen los llamados
mecanismos de datos faltantes, que determinan algunas estructuras sobre las distintas causas
que ocasionan la falta de alguna respuesta en particular. Para introducir los distintos tipos de
mecanismos, vamos a detallarlos usando la base TLC, realizando unos cambios hipotéticos a las

condiciones del estudio.

4.1.1. Missing Completely At Random (MCAR)

Supongamos que para alivianar la obligacién de los pacientes de tener que presentarse para el
estudio, los investigadores sortean completamente al azar 2 individuos que puedan omitir medirse
el nivel de plomo en sangre. Asumamos ademas, que los sorteos son en todos los instantes de

medicién pactados por el estudio y que las personas puedan salir sorteadas varias veces.
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En este caso, la ausencia de una medicién no esta vinculada ni con la variable de respuesta ni
con las covariables. Por lo tanto, la distribucién de las respuestas observadas no se ve probabilisti-
camente afectada por los datos faltantes. En el caso en el que este mecanismo de datos faltantes
pueda ser asumido, se dice que el mecanismo es “Missing Completely At Random” (abreviado con
las siglas MCAR). Cuando se puede asumir un mecanismo MCAR de datos faltantes, las estima-
ciones no se ven probabilisticamente afectadas por este mecanismo ya que no se introduce ningln
sesgo sistematico sobre el valor esperado de las respuestas, sino que pueden darse completamente
al azar. Sin embargo, puede haber alguna pérdida de precisién debido a la reduccién del tamafio

muestral.

4.1.2. Missing At Random (MAR)

Supongamos otra situacién en la que también se sortean individuos para ausentarse del estudio,
pero, al saber los investigadores cuales de los pacientes pertenecen al grupo placebo, realizan
dos sorteos, uno por grupo donde se extraen mas pacientes del grupo placebo que del grupo
tratamiento. También puede darse que el sorteo se realice en una semana especifica, con o sin

diferencia por grupos.

En cada uno de estos casos, la ausencia de los datos depende de las covariables, no asi de
la variable de respuesta. En estas condiciones, se dice que el mecanismo de datos faltantes es
“Missing At Random” (o MAR). En este tipo de mecanismos de datos faltantes, puede asumirse

que, condicional al grupo y al instante de medicién, el mecanismo de datos faltantes es MCAR.

Para los mecanismos MAR, no se introduce sesgo sistematico en la resupuesta media de Y°,
aunque también hay pérdida de precisiéon. De todas formas, esta pérdida de precisién puede ser
diversa segun distintos niveles de las covariables. Por ejemplo, en caso de que salgan sorteadas mas
personas del grupo placebo que en el grupo de tratamiento, la pérdida de precision sera mayor en

el primer grupo.

4.1.3. Not Missing At Random (NMAR)

Hasta ahora, las ausencias dependian en algin modo de los investigadores o al menos, que
estaban bajo su control. En este caso, supongamos que los pacientes con alto nivel de plomo en

sangre, no se presentan al estudio por los sintomas causados por esta circunstancia.

En este caso, la ausencia de datos se debe a los valores de la respuesta. Por lo tanto, la
distribucién de las respuestas observadas Y se ve alterada respecto de las respuestas totales, dado
que hay una reduccion de la presencia de valores altos y por lo tanto, el valor de la media observada
disminuye. Por lo tanto, hay un sesgo sistematico en los valores observados y en este caso, las
estimaciones son de menor confiabilidad. Estos mecanismos de datos faltantes son denominados
“Not Missing At Random” (abreviado NMAR).
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4.2. Simulacién de datos faltantes

Para evaluar el rendimiento de algunos estimadores y su robustez ante datos faltantes, pue-
de ser necesario partir de una base completa (con respuestas Y; ;) como referencia, calcular las
estimaciones para esta base y, luego de remover algunas respuestas (una proporcion py de la
cantidad total), volver a estimar los pardmetros en base a esta nueva respuesta (denotada Y; )
para visualizar cuanto varian respecto de los parametros reales. Sin embargo, las respuestas no
deben removerse sin criterio, ya que segin lo visto en 4.1, distintos mecanismos de datos faltantes
pueden tener impactos diversos sobre las estimaciones. Mas alin, como los datos se remueven bajo
el control del investigador, pueden removerse de forma que pueda asumirse cada uno de los tres

mecanismos presentados en 4.1.

4.2.1. Missing Completely At Random

En este escenario, la probabilidad de que una observacién no esté presente no debe verse
afectada por valores observados. Por lo tanto, para lograr una proporcion py; de datos faltantes,
se pueden generar nameros U; ; al azar con distribucién uniforme en el intervalo (0, 1) y aplicar la

siguiente férmula:

Uij ~ U(0,1)
Vi NA si U,"j < pm (4.1)
Yo Yij siUij > pm

Esta férmula es simple ya que la remocién de un dato deberia ser lo mas parecido a un sorteo para

no verse influida por otras variables.

4.2.2. Missing At Random

Cuando se busca que la probabilidad de que un dato faltante esté influida por alguna variable
explicativa X; jp, la mayor dificultad que se presenta es que la probabilidad de remover una res-
puesta debe ser funcién de las covariables X; 1, Xjj2,---, Xijp, pero a su vez, no debe distar
mucho de la proporcién deseada pps, para poder mantener la comparabilidad con otros meca-
nismos. Nuestra propuesta para obtener la proporcién pys de datos faltantes combina una suma
ponderada de las covariables con la funcién logistica. Es decir, consideramos una funcién con la

siguiente estructura:

eK(Xij1. Xij2,+ Xijp)

p(Xij1 Xijo, - Xijp) = (4.2)

1 4+ eK(Xij1. Xija, . Xijp)

para asegurarnos que el resultado esté entre 0 y 1 (debe ser una probabilidad). Por otro lado, la

funcion K(Xjj1, Xij2,- -, Xijp) es la suma ponderada que se define del siguiente modo:

P
Xi,
K(Xij1, Xij2,---  Xijp)=C- E 75'“) (4.3)
p=1 P
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donde s, es el desvio muestral de cada variable explicativa X;j,, dando un peso inversamente
proporcional a las variables de mayor desvio para que la funcién no presente valores tan dispersos.
Por otro lado, la constante normalizadora C (asegura que en promedio la proporcién de remociones

ronda el valor py) se obtiene con la siguiente férmula:

donde X, es la media muestral de cada variable X; ; .

A medida que el tamafio muestral aumenta, los valores de p(X; 1, Xij2,- -+, Xijp) se acercan
a pp y se puede generar un mecanismo de datos faltantes similar a 4.1 aunque cambiando el valor

de la probabilidad py:

Usj ~U(0, 1)
v, _ ) NA sl < p(Xij1, Xija.-- Xijp) (4.5)
) —

X
Yij siUij > p(Xij1, Xij2, -+, Xijp)

4.2.3. Not Missing At Random

Para incluir el valor de las respuestas en la probabilidad de remocién de una respuesta, se aborda
de modo similar al de la seccién 4.2.2, aunque agregando un término para la media y desvio muestral
de la variable Y;; (¥ y sy, respectivamente). Es decir, definiendo p(X; 1, Xij2,---, Xijp, Yij)

del siguiente modo:

eR(Xi,j,lxXr‘,jzv“' Xijp)

P(Xij1 Xijz, - Xijp, Yij) = o R Koo Xy (4.6)
donde
P
~ - Y. X :
K(Xija Xijo Xigp Vi) =C- | =24+ =P (4.7)
p=1 P
y la constante normalizadora viene dada por:
I ( Pm )
. 9871 C
C=_ \""PM/ (4.8)
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Con estas definiciones, se procede a remover las respuestas correspondiente

Uij ~U(0,1)
Y/' _ NA si U,"J' < /3'(X,"j’1,X,"J"2, T ,X,'J'p,Y,"j) (49)
" Yij siUij > p(Xij1 Xij2,-- . Xijp Yij)

4.3. Modelos mixtos y datos faltantes

Los MEM (o en general para los modelos lineales de regresién) pueden adaptarse a los datos
faltantes perdiendo la menor cantidad de informacidn posible. Mas adn, en todas las notaciones an-
teriores presentadas en este trabajo se admite la posibilidad de que los individuos puedan presentar

distintos nimeros de mediciones, denotados J;.

Esta adaptabilidad se debe a que en este trabajo, generalmente consideramos una variable
temporal cuantitativa, y que si en un instante hay un dato faltante, la tendencia temporal esta
modelada y puede removerse Gnicamente esa medicién, sin tener que perder toda la informacién
sobre ese individuo. Vale aclarar que para que esto suceda los datos deben estar estructurados
en formato long (ver Seccién 2.2.5), ya que en caso contrario se remueven todas las respuestas
correspondientes a dicho sujeto. Ademas, al considerar modelos lineales, los mismos se pueden
representar a través de matrices, y de esas matrices pueden removerse sélo las filas problema-
ticas. Por ejemplo, para un individuo del grupo tratamiento, la ecuacién 3.33 puede expresarse

matricialmente del siguiente modo:

Pli1 L tin tfy tia B1 1 tix tf b €i1
/0
Pl 1 tio t5 ¢ 1 tio t* " £
i2 | _ i2 ,*,2 i2 | B2 n P2 :2 < by | + P2 (4.10)
Plis 1 tiz ti3 tis B3 1 tiz tf3 b £i3
2
Plia L tia ti, tia Ba 1 tia tf, €4

Supongamos que para este individuo la tercer medicidn de plomo en sangre es una respuesta
faltante, es decir, Pl; 3 = NA. La informacién sobre ese individuo no es necesario perderla porque

se puede plantear la siguiente representacién matricial:

p1
Pli1 1 tix tfy tia 5 1 tix tf bio €i1
2
Plio| =11 ti2 tfy tiz] X 5 |1 tio th| X | bin]| + |2 (4.11)
3
Plia L tia t7, tia 5 1 tia t7, bi 2 €4
4

Notar que esta adaptabilidad es posible porque las remociones son en las matrices de disefio,
pero no impactan sobre los parametros. De todas formas, si bien la pérdida de informacién es

minima, hay un impacto sobre la precisién de las estimaciones.
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4.4. Cuestiones practicas y antecedentes

En la practica, los mecanismos de datos faltantes descriptos en 4.1 son hipétesis que deben
asumirse, pero que no pueden testearse. Por lo tanto, la hipétesis de mecanismos MCAR o MAR
s6lo puede darse en estudios prospectivos en los que se mantiene un control estricto sobre todos
los efectos posibles, y alin en esos casos las hipétesis pueden ser poco realistas. En estudios
observacionales, en general debe asumirse un mecanismo NMAR.

Para reducir el impacto del potencial sesgo se suelen analizar los patrones de datos faltantes
(llamados M). A diferencia de los mecanismos detallados en 4.1, los patrones de datos faltantes
son analizados a través del vector binaric M € RV, donde N = S 7, J;, es decir, la cantidad
de mediciones totales contemplando los individuos y sus mediciones repetidas. El valor de cada
coordenada M; ; es 1 si la respuesta Y;; es observada y 0 en caso contrario. De todas formas,
ambos conceptos pueden estar vinculados. Cuando se puede considerar que el patrén de datos
faltantes viene de mecanismos del tipo MCAR o MAR, se dice que el patrén de datos faltantes es
“ignorable”, mientras que para mecanismos del tipo NMAR, se denomina “no-ignorable”.

Los patrones de ceros y unos en el vector M pueden motivar distintas propuestas metodolégicas.
Por ejemplo, cuando los patrones se pueden considerar monétonos (es decir, sélo permite deser-
ciones del estudio o “dropouts™ una vez que en un individuo hay una respuesta faltante, también
son faltantes todas las mediciones subsiguientes), se puede imponer una estructura probabilistica
sobre los vectores de respuesta que permiten mejorar las estimaciones.

Sin embargo, en general los patrones de datos faltantes no son monétonos y puede haber
datos faltantes en algunos instantes pero no necesariamente en los subsiguientes. En ese caso, hay
distintas herramientas (selection models, pattern-mixture models y shared parameters models) que
logran estimaciones insesgadas, involucrando factorizaciones de la verosimilitud conjunta de los
vectores Y° y M.

Vale aclarar nuevamente que estos modelos no estan exentos de hipétesis que pueden ser
poco realistas y que ademdas no pueden verificarse (aunque en algunos casos pueden llegar a
descartarse), sobre todo si se analizan los datos en etapas posteriores al estudio o si los estudios
son observacionales. Por otro lado, las causas de datos faltantes pueden ser numerosas y muy
vinculadas a la aplicacién que se estudia. Por lo tanto, en general estas herramientas sofisticadas
no son aplicables en muchos casos y el analisis no puede abordarse de forma insesgada. Es decir,
con motivacién puramente pragmatica, se acepta un pequefio sesgo a fin de poder llevar a cabo

el analisis.



Capitulo 5
Métodos de Clustering

5.1. Definiciones

Como se menciond en el Capitulo 1, cuando se tiene poca informacién previa sobre una base de
datos, en ocasiones se recurre a herramientas automaticas que permitan visualizar cierta estructura
en los datos. Estos procedimientos se llaman de aprendizaje no supervisado, justamente por el
desconocimiento sobre los patrones que se intentan buscar.

Los algoritmos de clustering permiten agrupar datos similares entre si, o separar datos disimiles
entre si. Los criterios para determinar cuan similares o disimiles son dos observaciones son vastos
ya que, por un lado, el concepto no es especifico y puede interpretarse de varias maneras, y por otro
lado, puede aplicarse a variables tanto cuantitativas como cualitativas. Por otro lado, segin los
objetivos del estudio, se puede intentar buscar un concepto de similitud (o disimilitud) en especial
que no siempre es ofrecido por los criterios mayoritariamente instalados. Por lo tanto, las opciones
son muy variadas y dependen mucho del area de aplicacion.

Cuando las observaciones contienen tnicamente variables cuantitativas, se puede hacer uso de
conceptos preestablecidos de distancia entre dos vectores, como la norma euclidea, aunque pueden
usarse otras funciones de distancia.

Una vez establecido el criterio de agrupamiento, los grupos (también llamados clusters) pueden

determinarse:

= de manera binaria: cada elemento o bien pertenece o bien no pertenece a cierto grupo. En

inglés, son denotados como “crisp partitions” o “hard clustering”.

» de forma continua: cada elemento tiene un grado de pertenencia (entre 0 y 1) a un cierto
grupo y se agrupan los datos que tienen un grado minimo de asociacién. En inglés, son

denotados como “soft partitions” o “fuzzy clustering”.

5.2. Meétodos

En este trabajo nos focalizamos en el uso de algoritmos de hard clustering, dado que nuestro
objetivo final es comparar los grupos resultantes entre si. Por lo tanto, esta comparacién pierde
sentido cuando se establece que un elemento pertenece o no a cierto grupo segin un grado de

asociacién. Por otro lado, consideraremos variables cuantitativas para las observaciones.
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Entre estos algoritmos, nos focalizamos en el uso de K-medias, K-medias basado en kernels,
K-medoides, métodos de clustering jerdrquico y métodos de modelos mixtos de clases latentes.
Este altimo método tiene una estructura diferente a la de los otros algoritmos de clustering y se
presenta aparte en la seccién 1.3.2. Para més detalles sobre los algoritmos, referirse a los libros de
Hastie, Tibshirani & Friedman [45] y Wierzchon & Ktopotek [46]

5.2.1. Notacidn

Para describir los algoritmos de clustering, consideraremos n vectores de observaciones x; € R™.

Estos vectores se dividen en K < n clusters {Cx}1<k<k, cada uno de estos clusters con ny

K
observaciones de forma que E ng = n.
k=1
. . ZX,‘ECk Xi
Por otro lado, para cada cluster se puede considerar una media grupal py = =—=—=—%— y una
Nk

27:1 Xi
=

media poblacional notada pu =

5.2.2. K-Medias

El algoritmo de K-medias es el algoritmo de clustering mas popular, mayoritariamente debido
a su bajo costo computacional y por lo tanto, es muy utilizado en bases de datos masivas. El
nimero de clusters K se determina previo a aplicar del algoritmo.

El objetivo del algoritmo es establecer K centros wx que representen promedios grupales, y
buscar una particién que minimice la variacién intragrupo. Esta variacién se basa en la distancia

euclidea entre observaciones de cada grupo respecto de su centro pk. Es decir, se busca minimizar:

K
W=> > (x—m) (5.1)

k=1 x;€Cx

Sin embargo, este problema de optimizacién es N'P-hard y no tiene soluciones de complejidad
polinémica. Por lo tanto, se busca un minimo local mediante una estrategia heuristica iterativa:
se asigna de forma aleatoria cada observacién a uno de los K grupos, en cada grupo se calcula la
media pux como centro del grupo y luego, cada observacién se reasigna al grupo correspondiente
al centro mas cercano. Este procedimiento se repite hasta que las asignaciones de los grupos no
varian luego de la iteracion. Por otro lado, como en cada paso se realiza un promedio, los calculos
son muy sensibles a datos atipicos y a la asignacién inicial que afecta los primeros célculos.

Notar ademas que la expresion dada en 5.1 da cuenta de cémo el método de K-medias utiliza
la distancia euclidea entre vectores, ya que lo que se suma es la diferencia entre vectores elevadas

al cuadrado.

5.2.3. K-Medias basado en Kernels

Una variante de este algoritmo se basa en transformar previamente las observaciones mediante

una funcién ¢ : R™ — R™, para luego aplicar el algoritmo de K-medias a este espacio transfor-
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mado. La utilizacién de Kernels tiene como objetivo que las observaciones transformadas tengan
mayor separabilidad lineal en el nuevo espacio.

Es decir, se busca minimizar la siguiente expresion:

K

We=> 5 (¢(x) — u})? (5.2)

k=1 x;€Cx

donde p,f representa la media grupal de los vectores transformados.

Al igual que K-medias, el minimo local se obtiene de forma iterativa. Ademas, comparte las

mismas caracteristicas de sensibilidad a los datos extremos y la inicializacion.

5.2.4. Jerarquico

Una alternativa a K-medias es el clustering jerarquico. A diferencia de K-medias, no se necesita
saber de antemano el niimero de grupos, ya que el algoritmo devuelve un conjunto de particiones
de todos los tamafios entre 1 y la cantidad total de observaciones n.

En su versidn aglomerativa, el clustering jerarquico comienza con una particién de n elementos,
un cluster por cada observacién, y a partir de ellos, en cada paso, aglomera los clusters mas similares
entre si, hasta juntar todas las observaciones en un (nico cluster. Por lo tanto, para obtener una
particién de K clusters, debemos remitirnos al (n— K)-ésimo paso de este proceso de aglomeracién.

El criterio para fusionar los dos clusters mas similares puede variar (a diferencia de K-medias),
ya que primero debe establecerse una distancia entre observaciones y luego una distancia entre

clusters. Los métodos de aglomeracién mas utilizados son:

» el completo (“complete” en inglés), donde se fusionan clusters segan los que tengan menor

distancia mdxima entre sus elementos.

» el promedio (“average” en inglés), donde se fusionan clusters segin los que tengan menor

distancia promedio entre sus elementos.

= el individual (“single” en inglés), donde se fusionan clusters segin los que tengan menor

distancia minima entre sus elementos.

5.2.5. Modelos Mixtos de clases latentes

Esta metodologia fue descripta en la seccién 1.3.3. Habiendo explicado los conceptos de efectos
mixtos en el capitulo 3, podemos detallar méas el procedimiento.

Los trabajos que usan esta metodologia suelen asumir un modelo polinomial (supongamos que
tiene orden H) para la tendencia temporal de los datos (eligiendo las potencias de la variable
temporal t, es decir, thcon0 < h< H), donde los coeficientes de cada potencia involucran tanto
efectos fijos poblacionales como aleatorios individuales.

Es decir, la trayectoria de respuesta para un individuo de un grupo k sigue el siguiente modelo:
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i a%”_—;ﬁ’; H'(i)“ T, (<i<L1<j<J, 1<k<K) (5.3)
h — Fh h,i

donde ,Blgk) es un efecto fijo para cada coeficiente polinomial del modelo y 'y,(,l;.) es un efecto aleatorio
individual para el mismo coeficiente.

Una vez planteado el modelo, se calculan los parametros por maxima verosimilitud (donde se
incluyen los parametros m, como la probabilidad de que un individuo pertenezca a cada grupo
k). Con los parametros estimados, se calcula una probabilidad a posteriori de que cada individuo
pertenezca a cada grupo y se clasifica a cada individuo dentro del grupo mas “probable”. Este

agrupamiento resultante establece una particién que se toma como agrupamiento automatico.

5.2.6. K-Medoides

Otra alternativa de clustering es el algoritmo de K-medoides. A diferencia de K-medias, este
procedimiento toma como centros observaciones de la base de datos, reemplazando los promedios
grupales que pueden ser muy sensibles a datos atipicos.

Para lograr la particién, se eligen inicialmente al azar K observaciones como centros de cada
grupo. Luego, se asigna cada una de las n— K observaciones restantes al grupo correspondiente al
centro mas cercano. En el siguiente paso, se actualizan los centros a la observacién que minimice
la distancia intragrupo. Este paso se repite hasta que los grupos no se ven alterados.

Nuevamente, también para este procedimiento hay variantes a la hora de elegir la distancia
entre observaciones, a diferencia de K-medias.

Vale aclarar que este algoritmo tiene una mayor complejidad computacional que K-medias. Sin
embargo, la versatilidad a la hora de poder elegir las distancias entre observaciones le permite ser

mas robusto.

5.3. Construccién del espacio de las pendientes

En esta seccién asumiremos que todos los individuos tienen la misma cantidad de mediciones y
que se indexa como cero su valor basal. Es decir, para cada individuo /, la trayectoria de respuesta
viene dada por Y; = (Yio,Yi1, -+, YiJ) e instantes de medicion t; = (tio, ti1, -, tiJ)-

Como se menciona en el Capitulo 1, uno de los objetivos de este trabajo es asociar individuos
segiin la variacién en las trayectorias de respuesta Y;. Por ejemplo, en la Figura 5.1, la particién
final deberia considerar similares a los individuos 1 y 3, ya que las trayectorias tienen una cierta
estabilidad. Del mismo modo, deberia considerar a los individuos 2 y 4 como similares ya que
ambos muestran un incremento inicial con un posterior decrecimiento.

Sin embargo, la mayoria de las distancias entre vectores tradicionales, considerarian cercanos
las trayectorias correspondientes a los individuos 1 y 2 o al par de sujetos 3 y 4, ya que numérica-
mente son similares sus coordenadas. Esto va en contra de los objetivos planteados anteriormente.

Por lo tanto, en vez de aplicar los algoritmos de clustering a estos vectores, construiremos un
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FIGURA 5.1: En esta figura se visualizan las trayectorias de respuesta para un caso hipotético.
Notar que los instantes de medicién no son idénticos para todos los individuos.

espacio vectorial en el que se contemplen los cambios en la respuesta respecto del tiempo t entre
mediciones.

A partir de estos datos, podemos definir las pendientes m; ;:

IR T A I R ETEY) (5.4)

iJ ij—1

Notar que el espacio de las trayectorias consiste de J 4+ 1 coordenadas, mientras que el espacio
de las pendientes se compone de J coordenadas. Por ejemplo, en la figura 5.2 se visualizan las
correspondencias entre las trayectorias de la Figura 5.1 y el espacio de las pendientes. Notar que en
este espacio, los individuos 1 y 3 resultan mucho mas cercanos que en el espacio de las trayectorias.
Lo mismo sucede con los individuos 2 y 4. Es decir, en este espacio, las distancias entre trayectorias
estables y las que presentan la misma estructura en sus variaciones se reducen notablemente.

En el espacio de las pendientes, los valores positivos corresponden a crecimientos en la variable
de respuesta y en contraposicion, los valores negativos corresponden a decrecimientos en la variable
de respuesta. Bajo esta calificacién, pareceria natural agrupar individuos segin el signo de cada
pendiente. Sin embargo, este criterio omite las magnitudes de las pendientes. Por ejemplo, dicho
criterio consideraria en grupos distintos a los individuos 1 y 3, que reflejan trayectorias estables,
ya que son similares al tener pequefio valor absoluto en sus coordenadas.

Por lo tanto, en este espacio vectorial se pueden establecer distintas funciones de distancia
entre sus elementos. Por ejemplo, se puede aplicar la distancia euclidea entre las pendientes de los

individuos i e i’

J J 2
Vij Vi1 Yo~ Y
i — milla = | (mij — mp )2 = Z( g = Yijzu Yo = Ve 1) (55)

= PN R L AL

Esta distancia tiende a magnificar las diferencias entre pendientes y por lo tanto, es mas
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FIGURA 5.2: En esta figura se visualizan las observaciones representadas en el espacio de las
pendientes para el caso hipotético de la Figura 5.1.

propensa a ser afectada por valores atipicos. Como alternativa mas robusta se puede usar la

distancia usualmente denominada Manhattan:

J J

[mi —mplly =S |mij—mojl =3

j=1 j=1

Yij—Yij-1 Y —VYrj

tij—tij—1 tirj — tirj—1

(5.6)

Por lo tanto, notando que distancias pequefias entre observaciones del espacio de las pendien-
tes, se corresponden con trayectorias similares en morfologia, aplicar algoritmos tradicionales de
clustering en este espacio deberia agrupar individuos con los mismos patrones en la variacién de
sus respuestas. Esta propuesta expande las vastas opciones de algoritmos de clustering, ya que en
vez de aplicarlo en el espacio de las trayectorias, se pueden aplicar en el espacio de las pendientes,
aunque con mejores resultados a la hora de agrupar sujetos con trayectorias morfolégicamente

similares.

En cuanto a los algoritmos de clustering descriptos en la seccién 5.2, los procedimientos de
K-Medias y K-Medias basado en kernels utilizan la distancia Euclidea entre vectores. Por otro
lado, los algoritmos de K-Medoides y clustering Jerarquicos pueden valerse de otras funciones de

distancia entre vectores como la Manhattan.

5.4. Transformaciones

En la practica, a veces se aplican transformaciones a las variables previo al algoritmo de clus-
tering, con el objetivo de reducir el impacto de valores extremos y las diferencias entre escalas de

distintas variables.
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5.4.1. Datos escalados

La transformacién usualmente aplicada es el escalado de cada variable, en las que los datos
son restados por su media y se le divide el desvio. Por ejemplo, la variable de respuesta se puede

escalar del siguiente modo:

~ Yii—=Y
Yij= "5 (5.7)
s!
’j
I I
V2
> Vi > (Vii—Y))
donde Y; = 'ZlI y sJY = ,:1# Del mismo modo, se pueden escalar los tiempos
reemplazando la variable de respuesta Y por la variable temporal t en la ecuacién 5.7:
~ tij— &
t,"j — ’Jitj (58)
5

5.4.2. Datos normalizados

La normalizacién consiste en aplicar una transformacién lineal a los datos para que la imagen
quede comprendida en un intervalo determinado. La normalizacién mas utilizada toma como refe-
rencia el intervalo [0,1]. Sin embargo, como en el espacio de las pendientes los signos tienen una
interpretacion, fijaremos el intervalo de normalizacién como el [-1,1]. Por ejemplo, las respuestas
pueden normalizarse mediante la siguiente férmula:

\V/ 2- Y,_, — a}/ — b]/
i = (5.9)

Y _ .Y
bj 9

donde a}/ =mini<i<i{Yij}y bJY = maxi<j<1{Yi;}. Notar que bajo esta construccién, el valor
maximo posible de Y; ; para distintos valores de i es bJY y que el correspondiente valor transformado
es 1y de manera analoga, el minimo valor de la transformacién es-1 cuando Y; ; = a}/. Nuevamente,

se puede aplicar la misma transformacién a la variable t.

5.4.3. Transformaciones previas y posteriores

La propuesta de este trabajo afiade una nueva opcién a la hora de realizar procesamientos de
las variables. Tanto la normalizacién como el escalado que se propone en las secciones 5.4.1 y 5.4.2,
se puede aplicar también al espacio de las pendientes. Por lo tanto, el escalado o la normalizacién
pueden ser previas al calculo de las pendientes (utilizando Y, yt,oVYiyi respectivamente), o

posterior al calculo de las pendientes (utilizando m; o m; respectivamente).

5.5. Criterios de calidad

Una vez terminado un algoritmo de clustering, se obtiene una particién que divide a los indi-

viduos en grupos. Sin embargo, no siempre es muy claro cémo evaluar la calidad dicha particién.
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Es decir, hay que establecer una medida que permita determinar cual de las particiones es “mejor”
que otra. Mdas aln, como se mencioné anteriormente, las distintas aplicaciones tienen distintos
objetivos. Por lo tanto, la nocién de “calidad” puede variar segin los objetivos del estudio.

De todas formas, los criterios de calidad pueden clasificarse en dos grupos: los criterios internos
y los criterios externos. Los criterios internos buscan evaluar algunas caracteristicas deseables de una
particién, mientras que los criterios externos buscan evaluar la concordancia entre dos particiones.
Estos Gltimos son de mucha utilidad cuando se tiene una particién de referencia y se busca que un

agrupamiento automatico se asemeje a aquellos dados por los grupos de referencia.

5.5.1. Criterios internos

Hay muchas opciones para los criterios internos. Sin embargo, puede considerarse que siempre

tienen como objetivo capturar alguna de las siguientes cualidades:

= Homogeneidad: Las observaciones pertenecientes al mismo cluster, deberian ser similares
entre si. En el caso en que la similitud se mida con una funcién de distancia, esto se reduce
a que la distancia entre observaciones del mismo grupo sea pequefia. Una posible medida
de homogeneidad es la llamada suma de cuadrados intragrupo (WGSS: Within Group Sum
of Squares), basada en los cuadrados de las distancias euclideas entre observaciones y su

correspondiente centro:

K
2
WGss =3 S Ih - ml? (5.0
k=1 x;€Cy
Mientras menor sea el valor de esta medida cuantitativa, mas homogéneos seran los grupos
ya que la mayoria de las observaciones x; € Cy tienen mayor cercania a su centro p (definido

en la seccién 5.2.1).

= Separabilidad: Por otro lado, las observaciones pertenecientes a distintos clusters, deberian
estar mas alejadas entre si. Nuevamente considerando una distancia como medida de disi-
militud, una posible medida de separabilidad es |la llamada suma de cuadrados entre grupos
(BGSS: Between Group Sum of Squares):

K
BGSS = i |lm — plf3 (5.11)
k=1

Mientras mayor sea el valor de esta medida cuantitativa, mas separados seran los grupos ya
que la mayoria de los centros de cada grupo px tienen mayor distancia al promedio total
(ver Seccién 5.2.1).

Con estos ejemplos, un clustering que tenga un pequefio valor de WGSS y un gran valor
de BGSS serd deseable ya que cada cluster tendria buena concentracién de observaciones y los
clusters estarian bien separados entre si. En base a este razonamiento, se construye el indice de

Calinski-Harabasz: BCSS
CH— Ll _ BGSS - (n— K)

WSS ~ WGSS - (n— 1)

(5.12)
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Para este indice, a medida que aumenta el BGSS aumenta el valor del cociente. El indice tam-
bién aumenta a medida que decrece WGSS. Por lo tanto, en el caso de tener que elegir entre
dos particiones, un criterio posible es eligir el que posee un mayor indice de Calinski-Harabasz.
Notar ademéas que el indice decrece cuando aumenta la cantidad de clusters, por lo que penaliza
particiones en grupos excesivos.

También basados en estos principios de homogeneidad y separabilidad, hay muchos otros in-
dices (ver [46]), aunque no siempre tan interpretables como el presentado en la ecuacién 5.12.
Ademas, para algunos criterios las mejores particiones corresponden a menores valores del indice
correspondiente, por lo que antes de utilizarlo debe considerarse previamente si se trata de un

indice “creciente” o “decreciente”.

5.5.2. Criterios externos

Otra forma de comparar clusters no es necesariamente en funcién de propiedades deseables,
sino evaluando cuéanta concordancia tienen dos particiones en términos de si terminan agrupando
a las mismas observaciones en los mismos grupos.

La dificultad de analizar la concordancia entre particiones reside en las distintas nomenclaturas
que pueden tener los grupos, ya que casi todo algoritmo tiene algiin componente de aleatoriedad.
Por ejemplo, al correr dos veces el mismo algoritmo, la misma observacién puede estar en grupos
con etiquetas distintas al finalizar cada corrida. Por ejemplo, en el siguiente caso hipotético, ambas

particiones son exactamente iguales, pero las observaciones tienen asignaciones distintas:

Conjunto Particion 1 Particién 2

FIGURA 5.3: Ejemplo de concordancia perfecta entre dos particiones, a pesar de tener
etiquetas distintas.

Se puede ver que las particiones 1 y 2 son iguales, ya que tienen a los elementos 1, 2y 3 en
el mismo grupo y el resto de los elementos en el mismo grupo también. Por lo tanto, cualquier
medida de concordancia debe independizarse de los rétulos asignados a los grupos de la particion.

, ) o n-(n—1)
Con tal fin, la mayoria de los criterios externos se basan en evaluar los np = —— 5 pares

de observaciones distintas para comparar dos particiones P; y P». Consideremos como ejemplo las
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siguientes particiones, cuya concordancia es mas dificil de medir:

Conjunto Particion 1 Particién 2

FIGURA 5.4: Ejemplo de dos particiones distintas, notar que las particiones tienen distinta
cantidad de grupos.

Para cada par x; y x7, podemos evaluar los siguientes indicadores:
= Concordancia:
e Si las observaciones x; y x; estan en el mismo grupo tanto en P; como en P,, hay una
concordancia. En este caso, se identifica al par como yy.
e Si las observaciones x; y xy estan en distintos grupos tanto en P; como en P», hay
una concordancia. En este caso, se identifica al par como nn.
= Discordancia:
e Si las observaciones x; y xj estan en el mismo grupo tanto en P1, pero no en Py, hay
una discordancia. En este caso, se identifica al par como yn.

e Si las observaciones x; y x; estan en distintos grupos en P1, pero no en Ps, hay una

discordancia. En este caso, se identifica al par como ny.

.. . s 6-(6—1 .
Con esta notacién, evaluemos cémo se califican los np = (2 ) = 15 pares para el ejemplo

presentado en la Figura 5.4:

‘{1,2} {1,3} {1,4} {1,5} {1,6} {2,3} {2,4} {2,5}

Particién 1 y y n n n y n n
Particion 2 n 3% 3% n n n n 3% (5.13)
({26} {34} {35} {3.6} {45} {46} {5.6}
Particién 1 n n n n y y y
Particion 2 n y n n n n n
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Por lo tanto, totalizando los pares de cada clase en 5.13, obtenemos:

(5.14)

Esta notacion puede resultar confusa, pero es la que se utiliza en la literatura correspondiente.
De todas formas, podemos notar las siguientes caracteristicas que pueden servir como guia para

entender los resultados:

» La suma de todas las magnitudes da como resultado el nimero total de pares. Es decir,

n-(n—1
np:(2):yy+yn+ny+nn.

= Mientras mayores sean las concordancias (yy, nn) y menores las discordancias (yn, ny),

mayor similitud habra entre las particiones P; y Ps.

En base a estas medidas, se pueden calcular los siguientes indices:

Py yy
= Precisién (P): Cp = ———
( ) yy +ny
yy
s Recall (RC): Cre = ————
(RC): Cre yy +yn
yy +nn
» Rand (RN): Cr; = ——
np
R 2yy
s Czekanowski-Dice (CD): Ccp = ———F——
(CD): Cen 2yy +yn-+ ny
yy

» Folkes-Mallows (FM): Cgy =

Vyy +yn) - (yy +ny)

Yy

» Jaccard (J): Cj= —————
yy +yn+ny

. 1 Yy Yy
» Kulczynski (K): Cx = = - < +
9 2 \yy+ny yy+yn

yy + nn
yy +nn+2-(yn+ ny)

» Rogers-Tanimoto (RGT): Crr =

Para todos estos indices, valores mayores corresponden a mejores concordancias entre parti-
ciones. Mas aiin, en el caso de concordancia perfecta, se tiene que tanto yn como ny son nulos,

y todos esos indices tienen el nimero 1 como resultado maximo.
Para el ejemplo presentado en la Figura 5.4, podemos usar los datos de la Tabla 5.14 para
obtener los siguientes indices:

P \ RC \ RN | co | FM \ 1 \ K | RGT

I 7
=0.25 —_— =0.111 | — =0.208 | — = 0.304
‘ ‘ V24 ‘ ‘ 23

2 1
= 0.1666 ‘ % ~ 0.4666 ‘ — =0.2 (5.15)

~ 0.204
10 ‘

T T T
4 6 9
Notemos que estos indices estan muy lejos de 1, lo que denota que ambas particiones son muy
disimiles. Esto era esperable por la cantidad reducida de elementos, sumado a que ambas particiones

tenian una distinta cantidad de grupos, lo que acentiia mucho la influencia de las discordancias.
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Por otro lado, se puede probar que en el caso de concordancia perfecta presentado en 5.3, todos
estos indices dan un valor de 1, ya que ny = yn=0.

Estos criterios son de mucha utilidad cuando se tiene una particién de referencia y se quiere
evaluar en qué medida las particiones provistas por un algoritmo coinciden con la de referencia. En
nuestro caso, las utilizaremos tanto en las simulaciones como en bases controladas, ya que en ese
caso se quiere evaluar cuales de los métodos automaticos tiene una mayor concordancia entre los

grupos resultantes y los de referencia.

5.6. Algoritmo

A continuacién, describimos en pseudo-cédigo la estructura del algoritmo propuesto para lograr

un agrupamiento automatico de individuos segiin las variaciones en sus respuestas.

= Datos de entrada:

o Base de datos

Nombre de la variable de respuesta.

Nombre de la variable temporal.

Nombre de la variable identificatoria de individuos.

Cantidad de pendientes deseadas J (la cantidad de respuestas y tiempos debe ser J+1).

Filtrado de datos faltantes:

e Se recorren todos los individuos de la base.

e Se identifican los individuos con J + 1 respuestas y tiempos de medicién como los que

tienen trayectorias completas.

Vectores de pendientes:

e Para cada individuo de trayectoria completa, se calcula el vector de J pendientes aso-
ciadas (Ver Ecuacién 5.4).

Algoritmo de clustering:

e Se aplica el algoritmo de clustering deseado sobre los vectores de pendientes.

e Para cada individuo, el algoritmo de clustering devuelve un rétulo para asignarle un

grupo.

Datos de salida:

e Una tabla (puede ser una matriz, una base de datos o una lista) donde para cada

individuo se pueda obtener su grupo correspondiente.
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Otra forma de ver este agrupamiento es que al ser similares las variaciones, la morfologia de las
trayectorias de respuesta tienen la misma estructura. Ademas, como la mayoria de los algoritmos
de clustering se basan en distancias entre vectores, cualquier algoritmo de clustering puede servir
para capturar similitudes entre las variaciones de las respuestas.

Sobre la particién resultante se puede realizar un analisis entre grupos con el objetivo de
visualizar diferencias en otras variables de la base de datos. Cuando las bases de datos tienen una
alta dimensionalidad (es decir, una gran cantidad de variables) las variables con altas diferencias
entre grupos puede sugerir una potencial asociacién que debe ser investigada con mayor detalle y

mejores condiciones.

5.7. Simulaciones

Para testear los rendimientos de los distintos algoritmos de clustering aplicados al espacio de
las pendientes, se repitieron varias iteraciones de cada algoritmo a algunas bases longitudinales.
Recordando que el objetivo principal de esta seccidén es aplicar estos algoritmos a la base de
expresién genética presentada en la seccion 2.2.4, se busca ademas que las bases utilizadas posean
caracteristicas similares a las de la base mencionada: pocos instantes de medicién y la posibilidad

de observar cambios abruptos en la variable de respuesta.

5.7.1. Bases simuladas

Una de las instancias de evaluacién se realiza sobre bases simuladas. En estas bases hay algunos
atributos que permiten definirlas: los instantes de medicién, los grupos de individuos y las variables

de respuesta.

Simulacién de los tiempos

Como se mencioné previamente, una de las caracteristicas frecuentes de los datos longitudinales
es que los instantes de medicién no siempre coinciden para distintos individuos. Por lo tanto, para
cualquier simulacién, debe considerarse que los tiempos puedan ser distintos.

En esta seccién consideramos 3 metodologias distintas para generar los tiempos de medicién t;
para un individuo /. Sin embargo, en todos los casos, se considera el tiempo inicial tj o = 0y se busca
generar una variable no negativa 7;; que represente el tiempo entre mediciones consecutivas. Es
decir, los incrementos cumplen 7; ; = t; ; — t; j_1, luego los tiempos t; ; se obtienen sumando estos
incrementos. Para generar los incrementos, se utilizaron las distribuciones de distintas variables

aleatorias:
= Uniformes: 7;; ~ U(1 — dt, 1+ dt)
» Normales: 7;; ~ N(1, dt)

L] Exponenciales: Tij = 1—+vdt+ L,"J', L,'J ~ 6(\/%)
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En estas definiciones, se elige un valor de dt que logre que las variables sean positivas en su
totalidad o, en su defecto, que las probabilidades de que resulten negativas sea despreciable. Por
ejemplo, en el caso de la distribucién normal debe asegurarse que 1 — 3 - dt sea positivo para que
la probabilidad de obtener un resultado negativo sea infima. Mas aln, se puede reducir ain mas
esa probabilidad asegurando un menor valor de dt. Ademas, se intenta que los incrementos tengan
una media de valor 1, aunque no coincidan sus desvios.

Nuevamente,'en todos los casos se obtienen los instantes de medicién sumando los incrementos,

J
es decir, tij = ZTi’k'

k=1
En la figura 5.5 se observan algunas simulaciones de los distintos mecanismos generadores de

los instantes de medicién. En base a esta figura, se puede notar que los instantes de medicién
pueden ser distintos para individuos diferentes, pero presentan una menor variabilidad en el caso

uniforme, mientras que el generador exponencial es el que mayores discrepancias exhibe.

Ocasion Primera Medicion (Tiempo basal) Segunda Medicién Tercera Medicién
Uniforme Normal Exponencial
80 4 X s X
¥ =

60 1 R 3¢
R g 2
%Y :
Q 40- B
K %

20 - , AN
/i\n \ X
O i X< X X

0 1 2 0 1 2 0 1 2
Tiempo
FIGURA 5.5: Instantes de medicién simulados obtenidos con distintos mecanismos, fijando

el valor de dt en 0.1.

Simulacién de las pendientes

Recordar que el algoritmo propuesto busca agrupar individuos segin similitudes en los cambios
abruptos en la respuesta, que se ven reflejados en el valor de las pendientes con un valor absoluto
elevado. Por lo tanto, para generar dichas trayectorias nos basamos en los valores de las pendientes.

Para lograr este objetivo la simulacién utiliza un parametro positivo D que representa el valor
absoluto de una pendiente. La idea es que cada grupo tiene un punto focal o centro py a partir del

cual se generan los vectores de pendientes para distintos individuos en la cercania de dicho centro.
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Esta cercania en el espacio de las pendientes aseguran similitudes morfol6gicas en las trayectorias.

Por otro lado, se busca que las trayectorias sean relativamente estables salvo en algin instante
de tiempo en el que se genera el cambio en una respuesta. Ademas, podriamos asumir que el
cambio en la respuesta puede ocurrir en cualquier instante de tiempo, por lo tanto, la cantidad de
centros también dependera de la cantidad de pendientes J, obteniendo K =2 - J — 1 centros. Por

ejemplo, para J =3, los K =2-3 — 1 =5 centros se construyen de la siguiente manera:

Centro Valores
p1 (D,-D,0)
K (=0.D0.0) (5.16)
13 (0,D,-D)
s (0,—D, D)
K5 (0,0,0)

El ndmero de clusters se determina del siguiente modo: cada J — 1 pares de mediciones con-
secutivas tiene asociadas dos configuraciones de pendientes, con un incremento de la respuesta
en la primer medicién y posterior decrecimiento, mientras que se agrega para ese mismo par de
respuestas consecutivas un decrecimiento y posterior crecimiento. Estos pares dan un total de
2-(J —1) posibles configuraciones, a las que ademas, se les agrega un vector nulo de pendientes
para trayectorias que mantienen una estabilidad temporal en las respuestas, dando un resultado
total de 2- (J — 1) +1=2-J — 1 configuraciones posibles.

Alrededor de cada uno de estos centros se generan % (nos aseguramos que sean enteros)

vectores de pendientes denotados m; = (mj 1, mj2,---,mj ), con 1 < j < I, generando los K
grupos y un nimero I individuos totales correspondientes a cada vector de observaciones. Para
generar los vectores de pendientes se utiliza una distribucién normal multivariada con vector de
medias dado por cada centro i y matriz de covarianza diagonal con autovalor Gnico (es decir,
Y= a% -1;). Ademas, el valor de op se elige relativo al parametro D a través de un coeficiente
cv, es decir, op = ¢y - D. Generalmente ¢y se elige como un nimero menor que 1 para evitar que
se solapen demasiado las observaciones correspondientes a distintos grupos, ya que eso dificulta

naturalmente la clasificacién de cada observacién.

En la figura 5.6 se ve cémo influyen en las simulaciones de los vectores de pendientes los
distintos parametros, manteniendo J = 2 para que sea graficamente accesible. A medida que D
aumenta, mas alejados estan los K = 2 -2 — 1 = 3 centros entre si, mientras que a medida que
aumenta el valor de ¢y, mas dispersas son las combinaciones de pendientes alrededor de estos

centros y se nota que empiezan a solaparse.
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FIGURA 5.6: Combinaciones generadas de pendientes con J = 2 y valores variables de los
parametros D y cy.

Simulacién de las respuestas

Una vez obtenidos estos vectores de pendientes m;, se pueden construir las trayectorias de

respuestas Y; = (Yio,Yi1, -+, Yi ) de la siguiente manera:

b iz
Y= o =T (5.17)
Yij-1+mij-(tij—tijo1)+ei; sil<j<J

donde bjo ~ N(ug, s3) es una variable que genera variabilidad intersujeto en los niveles basales
y €ij ~ N(0, sg) representa una perturbacién en cada tiempo al valor obtenido a partir de las

pendientes.
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En la Figura 5.7 se ve el impacto del parametro D sobre las trayectorias resultantes. Como
era esperado, al aumentar D, mayor valor absoluto tienen las pendientes y se visualiza en las

morfologias a través de cambios méas abruptos en la respuesta.
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FIGURA 5.7: Trayectorias de respuesta simuladas con J =2, ¢y = 0.2, s = 1, ug = 50,
sg = 10 y valores variables del pardmetro D.

En la Figura 5.8 se observa la influencia del parametro ¢, sobre las trayectorias. A medida
que aumenta ¢y, las trayectorias dejan de tener una morfologia uniforme para todos los individuos
del grupo. Por ejemplo, cuando ¢y = 0.4 el cluster A (que representa las trayectorias “estables”)
exhiben trayectorias con incrementos y decrecimientos mas pronunciados de la respuesta, y podrian
ser visualmente categorizados como trayectorias de los clusters B o C. Esto se debe al aumento de
la dispersion, que aumenta la probabilidad de que un vector de pendientes que deberia estar cerca

de un centro g, resulte cercano a otro de los centros predeterminados.



62 Capitulo 5. Métodos de Clustering
Cluster ~— A —=— B - C
cV=02 cV=03 cV=04
>
«
1)
o)
a w
(%]
o)
o
o}

00 05 10 15

20 00 05 10 15 20 00 05 10 15 20
Tiempo

FIGURA 5.8: Trayectorias de respuesta simuladas con J =2, D = 20, sg = 1, ug = 50,

sg = 10 y valores variables del parametro cy .

Parametros de simulacién

En la Tabla 5.1 se disponen los valores de los parametros necesarios para generar las bases

de datos simuladas. Los valores se obtuvieron de forma empirica para obtener como resultado

caracteristicas similares a las de las bases de datos longitudinales que se observan en la practica.

Los valores de ¢y intentan que los grupos estén bien separados para algunos valores (por ejemplo,

cv = 0.2) y cuando ¢y equivale a 0.5 los grupos empiezan a solaparse en el espacio de las

pendientes, dificultando la clasificacién y que permite evaluar el rendimiento y la robustez de los

distintos algoritmos.
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% cv D SR J ug sg dt
0.2

40 03 5

80 ' 10 3 50 10 0.1
0.4

120 20
0.5

TABLA 5.1: Valores utilizados de los parametros que generan la simulacion.

Ademas, para estos valores de parametros, evaluamos el rendimiento de los algoritmos de K-
Medias, K-Medoides (con distancia Euclidea y Manhattan) y las distintas variantes de clustering
jerarquico (completo, promedio e individual). Los otros métodos presentados fueron excluidos del
analisis de bases simuladas por los siguientes motivos:

= El método de modelos mixtos de clases latentes requiere un modelo previo que se pueda
adaptar a las tendencias temporales. Sin embargo, como los cambios en la respuesta son
abruptos, los modelos polinomiales se ven muy afectados por estos cambios. Por otro lado,
para disponer de un modelo lineal a trozos, se requiere conocer el tiempo en el que se
introduce el cambio. Sin embargo, en las trayectorias dispuestas, los cambios pueden ocurrir
en cualquier momento y por lo tanto, los modelos resultan demasiado complejos y ademas,
en la practica no se plantearia un modelo que admita cambios de tendencia en todos los

tiempos.

= En cuanto al algoritmo de K-Medias basado en Kernels, es muy sensible a la eleccién del
parametro o. En nuestras simulaciones esta sensibilidad devino en problemas de convergencia
en casi todas las corridas. Este problema se dio atin apelando a una opcién del algoritmo en el
que se elige automaticamente el parametro en base a los datos mediante una heuristica. Por
lo tanto, las iteraciones en varios casos ni siquiera arrojaban resultados, impidiendo cualquier

analisis adecuado.

5.7.2. Datos TLC

Como base controlada, se toma la base TLC descripta en la seccién 2.2.2. Como se ve en la
figura 2.2, la diferencia en las trayectorias de respuesta de cada grupo se observa justamente en la
variacién inicial. Aquellos individuos que pertenecen al grupo placebo mantienen los niveles de plo-
mo relativamente estables durante todo el estudio y aquellos individuos que recibieron tratamiento
tienen un fuerte decrecimiento en la primera semana y un posterior incremento leve de los niveles
en sangre. Por lo tanto, en estos casos puede ser atil el algoritmo propuesto ya que se basa en las
pendientes de las trayectorias de respuesta. En cuanto a las variantes en el algoritmo de clustering,
se utilizan todas las presentadas en este capitulo. Vale aclarar que para el algoritmo de modelos
mixtos de clases latentes, se dispuso el modelo descripto en 3.33, ya que en este caso, mediante
el analisis grafico de las respuestas, se puede determinar que sélo luego de la primer semana las

respuestas cambian abruptamente.
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5.8. Resultados

Los experimentos y las simulaciones descriptas en las secciones anteriores dieron lugar a los
siguientes resultados. Vale aclarar que en algunos casos, los errores estandard arrojaron valores
infimos respecto del tamafio de los puntos y por lo tanto, no siempre son discernibles en los

graficos.

5.8.1. Bases simuladas

En las bases simuladas, se generaron M = 100 bases para cada combinacién de los pardmetros
descriptos en la Tabla 5.1. En cada caso, se conoce previamente el grupo al cual pertenece cada
observacién y por lo tanto, se pueden comparar las particiones resultantes de cada algoritmo de
clustering con los grupos de referencia utilizando los criterios externos detallados en la seccién
55.2.

Ademas. salvo que se indique lo contrario, no se aplican ninguna de las transformaciones men-
cionadas en la seccién 5.4, ya que no se observaron grandes diferencias en las distintas instancias.
Por otro lado, como se explicé en la seccién 5.7.1, para las bases simuladas se excluyeron las
metodologias de K-medias basado en kernels (Seccién 5.2.3) y el MEM de clases latentes (Seccién
5.2.5) por distintos motivos.

Para el algoritmo de K-Medias basado en kernels, la seleccién del pardmetro o tiene mucha
influencia sobre los resultados. Sin embargo, un valor 6ptimo de o para una base de datos, puede
arrojar resultados muy diferentes en otra. Por lo tanto, al correr nuestras simulaciones, no encon-
tramos un valor fijo de o que devenga en resultados apropiados para todas las bases simuladas, ya
que siempre ocurria que en alguna iteracién el algoritmo no lograba converger. Ademas, utilizamos
una opcién del algoritmo perteneciente al paquete kernlab del software R que selecciona mediante
una heuristica el parametro de forma automatica para la base provista como entrada. Aun con
esa seleccion automatica, los mismos problemas de convergencia se sucedieron y por lo tanto, no
pudimos incluirlos en la simulacién.

Respecto al MEM de clases latentes, la complejidad en la aplicacién a bases simuladas reside
en la necesidad de predeterminar el modelo. Dado que los cambios en la trayectoria de respuesta
son abruptos, los modelos mixtos deberian considerar modelos polinomiales a trozos. Sin embargo,
como los cambios abruptos pueden suceder en cualquier instante de tiempo, los modelos deberian
tener nudos en todas las ocasiones de medicién, lo que complejiza enormememente el modelo y
puede resultar en problemas de convergencia de los métodos iterativos. Ademas, ante cualquier
base provista como entrada, si el tiempo nodal no es conocido, no seria aconsejable considerar
modelos que contemplen nudos para todos los instantes ya que aumenta considerablemente la
cantidad de pardmetros involucrados.

Un primer acercamiento a los resultados se ven en la Figura 5.9:

Se ve que los métodos jerarquicos presentan un menor rendimiento en casi todos los indices,
mientras que el algoritmo de K-medias y el de K-medoides (utilizando tanto la distancia Euclidea

como la distancia Manhattan) alcanzan valores similares en casi todos los indices. Vale aclarar que
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FIGURA 5.9: Valores medios de los indices de distintos criterios para M=100 bases de datos
simuladas segln la seccién 5.7 tomando ¢, = 0.2, D =10, J =3y sg = 3, a las que se les
aplican distintos algoritmos de clustering.

el anico criterio en el que el clustering jerarquico sobrepasa el rendimiento de los otros métodos es

el Recall. Esto tiene una explicacién que veremos méas adelante.
La Figura 5.10 muestra cémo varian los indices ante el incremento del parametro de escala ¢y .
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FIGURA 5.10: Valores medios de los indices de distintos criterios para M=100 bases de datos
simuladas segiin la seccién 5.7 tomando D = 10, J = 3 y sg = 3, utilizando el algoritmo de
K-medoides con la distancia Manhattan.

Los resultados son los esperados. A medida que aumenta ¢y, aumenta también el solapamiento
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entre los grupos y por lo tanto, se vuelve ain mas dificil para los algoritmos poder discernir
los individuos que pertenecen a cada grupo. Este solapamiento deviene en menores indices de
concordancia entre particiones.

Otros resultados esperados es que no se observaron diferencias sustanciales entre los rendi-
mientos de los algoritmos en las bases cuyos instantes de medicién estdn generados por distintos
mecanismos. Del mismo modo, son similares los indices para distintas cantidades de individuos I,
salvo por leves diferencias en los errores estandard. Por lo tanto, estas comparaciones no ofrecen
ningan resultado de interés y las figuras correspondientes son omitidas en este trabajo.

Respecto al parametro de distancia D y los desvios de los errores de medicién sg, la Figura 5.11

muestra que, segln lo esperado, aumentan los indices cuando aumenta D y disminuyen cuando

aumenta sg.
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FIGURA 5.11: Valores medios de los indices de distintos criterios para M=100 bases de datos
simuladas segiin la seccién 5.7 tomando ¢y = 0.4, y J = 3, a las que se les aplican distintos
algoritmos de clustering.

Vale notar que cuando D = sg =5, el clustering jerarquico presenta mejores indices que otros
métodos para algunos criterios (el Recall y el indice de Kulczynski mayoritariamente), por lo que
este método parece una mejor opcién que los restantes. Sin embargo, en este caso es cuando es mas
natural que los algoritmos tengan problemas de clasificacién ya que la distancia en el espacio de las
pendientes entre los centros grupales y el vector nulo son minimas y los errores de medicién tienen
mas desvio. Por lo tanto, son las condiciones de mayor confusién entre grupos ya que individuos
pertenecientes a distintos grupos pueden exhibir trayectorias muy similares.

En todos los casos anteriores, no se observan diferencias entre los rendimientos de los algoritmos
de K-medias y de K-medoides. De todas formas, el resultado mas sorprendente se da cuando
D = 20. En este escenario, las distancias entre los centros en el espacio de las pendientes es
mayor y por lo tanto, los grupos estan mas separados. Mas aln, cuando ¢y y sg adquieren

su minimo valor, estos grupos son ain mas homogéneos y casi no hay confusién grafica entre
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trayectorias de individuos pertenecientes a distintos grupos. Por lo tanto, cualquier algoritmo de
clustering en estas circunstancias deberia exhibir los mejores rendimientos. Sin embargo, en esta
configuracién, vemos en la Figura 5.12 que el algoritmo de k-Medias tiene menor rendimiento en
todos los indices con un elevado error estindard, mientras que el algoritmo de k-Medoides casi
no presenta errores de clasificacion. Esto se debe a la sensibilidad del algoritmo de K-medias a la
inicializacién y outliers previamente mencionada, dando muestras de un algoritmo que en algunas
circunstancias puede perder robustez. Las diferencias desaparecen a medida que aumentan ¢y y

SR, pero mayoritariamente por un descenso mas pronunciado en los indices de K-medoides.
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FIGURA 5.12: Valores medios de los indices de distintos criterios para M=100 bases de datos
simuladas segiin la seccién 5.7 tomando D = 20 y J = 3, a las que se les aplican distintos
algoritmos de clustering.

Por otro lado, la Figura 5.13 muestra como se ven afectados los indices por la cantidad de
mediciones en cada individuo.

Por ejemplo, se ve cémo el algoritmo de K-medias tiene un rendimiento levemente superior a
ambas variantes de K-Medoides cuando J = 2. Sin embargo, se ve que los indices de K-medias
decrecen mas rapidamente que los de K-medoides a medida que aumenta J, ademas de que
presentan mayores errores estandard.

Por altimo, la Figura 5.14 muestra un detalle interesante respecto de las transformaciones por
escala o normalizacién presentadas en la seccién 5.4. Como fue mencionado en dicha seccién, el
hecho de trabajar sobre el espacio de las pendientes permite dos opciones a la hora de procesar
las variables. Se pueden aplicar transformaciones previa o posteriormente al calculo de las pen-
dientes. En esta figura se ve que el algoritmo de K-medias presenta mejores indices cuando las
transformaciones son sobre las pendientes m;, que cuando son sobre la variable de respuesta Y.
Por otro lado, el algoritmo de K-medoides parece verse perjudicado en estas circunstancias. Esto
puede deberse a que las transformaciones en el espacio de las pendientes reducen la variabilidad de

las mismas y por lo tanto, reduce el impacto de outliers sobre el algoritmo de K-medias. Respecto
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FIGURA 5.13: Valores medios de los indices de distintos criterios para M=100 bases de datos
simuladas segiin la seccién 5.7 tomando D = 20, ¢y = 0.3 y sg = 3, a las que se les aplican
distintos algoritmos de clustering.
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FIGURA 5.14: Valores medios de los indices de distintos criterios para M=100 bases de datos
simuladas segin la seccién 5.7 tomando D = 10, ¢, = 0.3, sg =3y J =3, a las que se les
aplican distintos algoritmos de clustering.

a K-medoides, puede darse el efecto contrario, es decir, que al reducir la variabilidad, haya menor

distancia entre los grupos resultantes y mayor confusién en la clasificacion.
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5.8.2. Datos TLC

En la Figura 5.15 se ven en qué medida los distintos algoritmos de clustering (salvo los clustering
jerarquicos que se disponen en la Figura 5.16) logran identificar aquellos individuos pertenecientes
tanto al grupo Placebo como Tratamiento en la base TLC. Se refuerza en este caso lo observado
en las bases simuladas, los algoritmos de K-medias y K-medoides presentan similares resultados,
con una leve ventaja de los algoritmos de K-medoides.

Por otro lado, se ve que los algoritmos de K-medias basado en Kernels muestra indices mas
bajos que éstos y con mayor error estandard. Esto se debe a que distintas aplicaciones del algoritmo
da resultados muy diversos, ya que es sensible no sélo a outliers y la inicializacién, sino que a la
seleccién del parametro 0. Ademas, el MEM de clases latentes arroja los menores indices.

Vale aclarar ademas que el desvio estandard en todos los métodos salvo el de K-Medias basado
en Kernels es 0, por lo que en todos los algoritmos se obtuvo el mismo indice en las M = 100

repeticiones para cada criterio.
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FIGURA 5.15: Valores medios de los indices de distintos criterios para M=100 iteraciones
de distintos algoritmos de clustering morfol6gico en la base TLC.

Ademas, en la figura 5.16 se visualizan los rendimientos de los clustering jerarquicos.

Se puede observar en los clustering jerarquicos que en general presentan menores indices que
K-medoides y K-medias en todos los criterios, salvo por el Recall. Es decir, si nos guidramos
inicamente por este indice, se eligiria un clustering jerarquico para agrupar los datos. Sin embargo,
evaluando la particién resultante de aplicar el clustering jerarquico individual en el espacio de la
base TLC (Figura 5.16), se ve el motivo por el cual este criterio puede ser engafioso:

En la Figura 5.17 queda claro porqué el Recall tiene valores tan altos. Dado que se calcula como
Cre = Yy

yy +yn
obtenida por el clustering jerarquico, hay muy pocos pares de observaciones que no estan agrupadas

(seglin la notacién establecida en la Seccién 5.5.2), resulta que en la particién

en el mismo cluster, dado que hay un cluster de un tnico individuo (del grupo tratamiento, no
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FIGURA 5.16: Valores medios de los indices de distintos criterios para M=100 iteraciones
de distintos algoritmos de clustering jerarquico en la base TLC.
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FIGURA 5.17: Trayectorias de respuesta comparando los grupos originales y los obtenidos
por el clustering jerarquico individual. Notar que no hay ningin individuo del grupo Placebo
agrupado en el Cluster 2, por eso el panel superior derecho no tiene observaciones.

hay ninguno del grupo placebo y por eso el panel correspondiente estd vacio) y un grupo con
todos los individuos restantes. Por lo tanto, el conjunto de los pares que no estan agrupados en el
mismo cluster son sélo aquellos que involucran al individuo del cluster que lo mantiene como (nico
integrante. Esto explica los valores altos de los indices de Recall y Kulczynski en la figura 5.11.
Este fenémeno hace notar la importancia de observar varios indices y no dejarse llevar por los

resultados de un (nico criterio, ya que pueden obtenerse conclusiones erréneas sobre cual es la
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mejor metodologia para aplicar en una base dada.

5.8.3. Datos DM

En la base DM descripta en la Seccién 2.2.4 se aplicaron los distintos algoritmos de clustering en
el espacio de las pendientes correspondientes a las trayectorias de respuesta de expresidn genética
de IL-18. Al filtrar los individuos con trayectorias de respuesta incompletas, quedaron 26 individuos
remanentes.

En las figuras 5.18 y 5.19 se observan los resultados de los algoritmos de K-medias y K-
medias basado en Kernels, respectivamente. Las particiones resultantes muestran que los distintos
grupos no tienen una morfologia determinada y se observan mezclas entre trayectorias estables y
aquellas que presentan cambios abruptos en la respuesta. Nuevamente en base a estos resultados
se refuerza lo mencionado previamente sobre la sensibilidad de estos algoritmos a datos atipicos y

la inicializacién de las etiquetas.
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FIGURA 5.18: Resultado del algoritmo de K-medias sobre el espacio de las pendientes de la
base DM.

Por otro lado, en la figura 5.20 muestra los resultados del algoritmo de K-medoides, donde
se ve un primer cluster donde los individuos presentan un primer decrecimiento de la expresién
genética, y un posterior incremento. Ademas, los individuos del cluster 2 describen un incremento
en la primer instancia y un posterior decrecimiento, mientras que los individuos del cluster 3
poseen trayectorias mas estables a lo largo del estudio, sin cambios muy abruptos. Vale aclarar
que un individuo que fue clasificado en el cluster 2 presenta incrementos en ambas instancias,
pero cuyo primer incremento lo acerca mas al cluster 2 en comparacién con el resto, y por eso fue
automaticamente clasificado en el grupo mencionado.

Por lo tanto, todos los analisis subsiguientes se realizan sobre dicha particién. Otro motivo
que sustenta el uso de esta particién resultante se debe a que la metodologia correspondiente es
mucho mas robusta. Para verificarlo, corrimos M = 101 veces los algoritmos de clustering sobre

el espacio de las pendientes de la base DM. En cada iteracién, se comparé la similitud entre las
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Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3
/\
o Q —— N\,
Sa < e 27 \\. '\ e o Ped
g | A //‘Z\ \\§ \_\\= &o& L _>/<
2 & /S e/ 0\ NN\ ¥ R 1
= A LAZTI ~ / \ N\ N\ e A N
3, |eZ="7 ~. e o \ N e~ _ =7 8
// \ \ < = ¥
o« 7 e " \\ ~ yd
N {/ \{ ~

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Time since treatment [months]

FIGURA 5.19: Resultado del algoritmo de K-medias basado en Kernels sobre el espacio de
las pendientes de la base DM.
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FIGURA 5.20: Resultado del algoritmo de K-medoides utilizando la distancia Manhattan
sobre el espacio de las pendientes de la base DM.

particiones obtenidas con un algoritmo y particién obtenida por el mismo algoritmo en la iteracién
anterior, utilizando el indice de Czekanowski-Dice (abreviado CD) presentado en la seccién 5.5.2.

Los resultados se exhiben en la Tabla 5.2.

Algoritmo CD

K-Medoides 1(0)

K-Medias 0.741 (0.0189)
K-Medias basado en Kernels | 0.516 (0.0122)

TABLA 5.2: Media y desvio estandard del indice de Czekanowski-Dice al comparar la particién
de cada iteracién con la iteracién anterior del mismo algoritmo.
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Los resultados son elocuentes, al correr varias veces el mismo algoritmo de K-medoides sobre
esta base se obtuvo un indice constante de valor 1 (el desvio estandard es 0), que corresponden a
particiones iguales en toda iteracién. Por lo tanto, ademas de obtener una clasificacién que cumple
los criterios pedidos, ese agrupamiento no fue azaroso ni se ve afectado por la inicializacién. Es
decir, al comparar los resultados de otra variable a través de los grupos, no hay especulacién sobre
si el grupo resultante es fortuito ni si fue elegido por conveniencia, sino que simplemente es la
particién que mejor se ajusta a las condiciones requeridas.

Por otro lado, se observa en qué medida los algoritmos de K-Medias son muy sensibles a
la inicializacién, ya que al correr varias veces los algoritmos sobre la misma base, se obtienen
particiones distintas. De todas formas, vale aclarar que el hecho de que estas particiones sean
idénticas por si mismo no necesariamente deviene en una particion deseable. Por ejemplo, si se
corre varias veces el algoritmo de clustering jerarquico, se obtiene siempre la misma particién pero
la misma no es deseable porque no cumple los criterios morfolégicos, como se observa en la figura
5.21.

Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3
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FIGURA 5.21: Resultado del algoritmo de clustering Jerarquico sobre el espacio de las pen-
dientes de la base DM.

Sobre los grupos resultantes se analizaron las variables restantes de la base de datos:

= ¢l peso.
» el indice de masa corporal (IMC)

= los niveles de ambos tipos de colesterol en sangre (HDL y LDL). El HDL es considerado

como beneficioso para la salud mientras todo lo contrario sucede con el LDL.

» el porcentaje de hemoglobina glicosilada (notado HbA;.), una variable vinculada al nivel de

glucosa en sangre a lo largo de tres meses anteriores a la medicidn.
= Los niveles de glucosa en sangre

= La longitud de la circunferencia de cintura
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= El nivel de triglicéridos en sangre

» El nimero de componentes del sindrome metabdlico (denotado nMSC), segin las gufas del

Panel de tratamiento para adultos dispuesto en [47].
= La edad de los participantes.

Dado el tamafio muestral pequefio, los tests estadisticos que asumen distribuciones normales
no son adecuados para este conjunto de datos. Por lo tanto, se aplicaron tests no paramétricos:
el test de Kruskal-Wallis fue utilizado para comparar los valores de las variables entre grupos vy el
test apareado de Wilcoxon para comparar los valores de las variables de cada individuo al inicio
y al final del estudio. Vale aclarar que los test no paramétricos suelen ser menos potentes y que
se pueden ver mas afectados por tamafios muestrales pequefios. Dadas estas caracteristicas, tiene
sentido flexibilizar el nivel de significacién del 5% utilizado por default.

Los resultados principales estan dispuestos en la Tabla 5.3. Como las dltimas dos variables no
se modifican a lo largo del estudio, no se realiza el test apareado de Wilcoxon. Ademas, por la
cantidad de datos faltantes en la circunferencia de cintura en la segunda instancia, estos datos
fueron removidos de la tabla.

Los tests arrojaron resultados significativos al 5% para la mayoria de las variables para el test
de Kruskal-Wallis. Ademas, para los niveles de LDL y el nimero de componentes del sindrome
metabdlico el test es significativo al 10 %, lo cual puede ser considerado relevante dado que los
valores de la potencia pueden verse reducidos en tests no paramétricos con tamafios muestrales
pequefios. Por lo tanto, el test indica que los grupos son significativamente diferentes, pero tras
una inspeccién a posteriori, se ve que la diferencia radica en el cluster 1 ya que es donde se presenta
la mayor discrepancia en los valores respecto de los otros grupos.

Las Gnicas variables donde las diferencias entre grupos no es sustancial es en la hemoglobina
glicosilada y los niveles de glucosa en sangre. Esto se debe a que el estudio original tuvo como
objetivo principal reducir la glucosa en sangre de todos los participantes y por lo tanto, todos los
individuos presentaron niveles similares en estas variables.

Ademas, se observa que los individuos del cluster 1 presentan mejores indicadores clinicos.
Por ejemplo, para dichos individuos se ve un decrecimiento en los niveles de LDL y triglicéridos,
mientras que aumenta el HDL, a diferencia de lo que sucede en los otros grupos. Ademas, el peso,
el indice de masa corporal y la longitud de la circunferencia de cintura son mas bajos en el cluster
1 en comparacién a los otros grupos obtenidos.

Por otra parte, los cambios a lo largo del tiempo en el cluster 1 estan avalados por los bajos
valores del p-valor en los tests apareados de Wilcoxon, en comparacién con los otros grupos. Adn
cuando los p-valores no estén por debajo de 10 %, vale recordar que estos tests se realizan de
forma intragrupal y que por lo tanto, el tamafio muestral es ain menor que lo que se observa en el
conjunto. Ademas, los p-valores de estos tests son sensiblemente menores en el cluster 1 respecto
de los otros clusters, dando sustento a la teoria de que las mejoras temporales en indicadores

clinicos para dicho grupo fueron mas sustanciales.
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Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 p-valor
Variable Time m (IQR) m (IQR) m (IQR) (Kruskal-Wallis)
0 mo 81.6 (2.97) 91.5 (19.45) 96.6 (30)
Peso (kg) 6 mo 78.5 (5.57) 89 (18.75) 92.7 (23.2) 0.0068
12 mo 80 (4) 89.5 (13.8) 78.7 (20)
p-valor (Wilcoxon) 0/12 meses 0.1362 0.9055 0.3750
0 mo 3111 (2.2)  32.91 (6.785) 34.02 (6.32)
IMC (kg/m?) 6 mo 29.68 (0.93)  33.57 (8.66)  32.5 (4.1) 0.0106
12 mo 30.48 (0.94)  33.28 (7.555)  32.8 (5.66)
p-valor (Wilcoxon) 0/12 meses 0.1250 0.9101 0.4316
0 mo 425 (11.5) 42 (13) 39 (5)
HDL-c (mg/dL) 6 mo 47 (18.5) 41 (7.5) 40.5 (7.75) 0.0470
12 mo 51 (12) 43 (16) 42 (5)
p-valor (Wilcoxon) 0/12 meses 0.0544 0.0852 0.1358
0 mo 1245 (12.75) 116 (33) 127 (33)
LDL-c (mg/dL) 6 mo 123 (22) 99 (23) 120 (61) 0.0718
12 mo 88 (6) 105 (20) 121 (30.5)
p-valor (Wilcoxon) 0/12 meses 0.1250 0.9453 0.8125
0 mo 8.605 (2.078) 952 (1.78)  8.15 (3.32)
HbA1c (%) 6 mo 6.255 (0.278) 6.37 (0.95) 6.685 (1.39) 0.6652
12 mo 5.9 (0.4) 6.16 (1.19) 6.2 (1.15)
p-valor (Wilcoxon) 0/12 meses 0.0625 0.0039 0.0029
0 mo 156.5 (139.75) 147 (137.5) 158 (86)
Glucosa en sangre (mg/dL) 6 mo 106.5 (13.75) 107 (30.5) 114 (37.25) 0.8086
12 mo 108 (7) 114 (19) 117 (21)
p-valor (Wilcoxon) 0/12 meses 0.0625 0.0078 0.0322
Circunferencia de cintura (cm) 0 mo 100.5 (9.25) 104.5 (8.5) 112 (17)
12 mo 100 (6) 106 (12.5)  111.5 (20.75) 0.0149
p-valor (Wilcoxon) 0/12 meses 0.8922 1.0000 0.9056
0 mo 128 (35) 182 (114.5) 134 (61)
Triglicéridos (mg/dL) 6 mo 145 (80) 214 (98.5) 201 (96.25) 0.0047
12 mo 82 (8) 192 (93) 130 (126)
p-valor (Wilcoxon) 0/12 meses 0.1250 1.0000 0.7597
nMSC - 2.5 (1.75) 4 (D) Ne) 0.05907
Edad (Afos) - 605 (4.5) 42 (13) 46 (18) 0.00423

TaBLA 5.3: Diferencias observadas en las restantes variables de la base, resumidas en mediana
(m) y rango intercuartilico (IQR). Los p-valores de los tests aplicados estan indicados con

formato italico.
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Capitulo 6

Detecciéon de Outliers

6.1. Introduccién

Como se explicé en el capitulo 3, los MEM permiten considerar tanto tendencias individuales
como estructuras poblacionales para la variable de respuesta. Esto permite la adaptacién de estos
modelos a la heterogeneidad que suele estar presente en los datos longitudinales, dado que suelen
exhibir tanto variabilidad intersujeto como intrasujeto.

La capacidad de estimar de forma adecuada las tendencias individuales se debe a la inclusién
de EA individuales, que ademas son parametros que se pueden estimar e interpretar. Por ejemplo,
en la seccién 3.2.3, los EA by ; representan la ordenada de la recta individual, mientras que los EA
by ; representan la pendiente de dicha recta individual, ambos siendo considerados respecto de la
tendencia marginal. Por lo tanto, a partir de sus valores se pueden sacar conclusiones respecto de la
respuesta basal y del crecimiento (o decrecimiento) de un individuo particular en comparacién con
el resto de la poblacién. Valores positivos de by ; se interpretan como respuestas basales por encima
del valor poblacional estimado y valores negativos representan respuestas basales por debajo de la
ordenada marginal estimada. Por otro lado, valores positivos de b; ; representan crecimientos mas
pronunciados de la respuesta respecto del crecimiento temporal poblacional, mientras que valores
negativos de b; ; representan variaciones de menor pendiente respecto de los valores marginales.

Por los comportamientos diversos de las respuestas, puede ser muy dificil extraer conclusiones
a nivel poblacional, por lo tanto, puede ser interesante detectar aquellos individuos que exhiben
trayectorias con caracteristicas que se diferencian de la respuesta marginal. Identificar estos indi-
viduos puede motivar nuevas preguntas sobre las explicaciones respecto de estas anomalias, cuya
respuesta puede estar en variables de confusién que ain no fueron analizadas.

Dado que no hay forma de saber a priori quienes son aquellos individuos de trayectorias ané-
malas, es de suma dificultad la tarea de deteccion. Mas aln, dichas trayectorias, por definicién,
son una pequefia proporcién de los datos totales.

El trabajo de Chandola et al. [48] realiza un estudio extensivo sobre anomalias y metodologias
para su deteccién, abordando los distintos contextos en los que se aplican estas herramientas. Para
ejemplificar los conceptos, utilizaremos datos hipotéticos sobre la evoluciéon de precios de cierto
producto en distintos supermercados a lo largo de los dias, disponibles en la Figura 6.1.

En esta publicacién se hace una categorizacién de anomalias que sera de utilidad para este

trabajo:
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Precio

= Anomalias puntuales: Observaciones cuyo valor se encuentran alejados del resto de la

poblacién.

Ejemplo: Supongamos que el precio de venta de cierto producto en varios supermercados
oscila entre los 509 y 511 pesos. Si en un momento o supermercado en particular, el precio de
venta es de 515 pesos, muestra una diferencia sustancial respecto de los precios de referencia.
(Ver Figura 6.1)

= Anomalias contextuales: Observaciones cuyo valor no se encuentra necesariamente alejado
del resto de la poblacién, pero discrepa del valor esperado segiin las condiciones en las que

se toma la medicién.

Ejemplo: Consideremos el mismo ejemplo de los precios en supermercados. Si un supermer-
cado se observa a lo largo del tiempo y viene teniendo precios similares a los del resto, pero
en algin momento ofrece un descuento temporario, ese precio queda circunstancialmente

lejos de la tendencia de precios usuales. (Ver Figura 6.1)

= Anomalias colectivas: Conjunto de observaciones que no se encuentran necesariamente
alejados del resto de la poblacién, pero exhiben un comportamiento distinto que el resto de

los individuos.

Ejemplo: Si todos los supermercados van subiendo sus precios con el tiempo, pero otro
supermercado los baja levemente, es una tendencia distinta al del resto de la poblacién (Ver
Figura 6.1)

Datos totales Anomalias puntuales| |Anomalia contextual| | Anomalia colectiva
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FIGURA 6.1: Representacién grafica de los distintos tipos de anomalias, representadas con
rombos en el grafico.
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6.2. OQutliers basados en modelos estadisticos

En algunos casos, se tiene un conocimiento previo sobre el fenémeno que se observa. Por lo
tanto, se puede plantear un modelo estadistico que prediga de forma adecuada las evoluciones de
las trayectorias.

Sin embargo, alin cuando dicho modelo represente correctamente la mayoria de las respuestas,
algunos individuos presentan desviaciones considerables respecto de los valores predichos por el
modelo, ya sea en un instante puntual o en la totalidad de su trayectoria. Por ende, cuando la
deteccién de outliers se basa en modelos estadisticos, se asume que los datos “normales” exhiben
respuestas acordes a dicho modelo, mientras que los datos atipicos o anémalos presentan algin
tipo de diferencia sustancial, aunque esto requiera establecer un limite para considerar diferencias
como “sustanciales”.

En el caso univariado (se puede considerar un Gnico vector x de n datos cuantitativos), hay
muchos trabajos (nos basamos mayoritariamente en el trabajo de Davies et al. [49]) que asumen
una cierta distribucién probabilistica normal para los datos y en base a la distribucién se establecen
limites para el rango de valores “probables”. Estos limites pueden establecerse con valores fijos,
aunque lo mas comin es que basen en medidas de dispersién de los datos, ya que mientras mas
dispersos resulten éstos, mas probable es encontrar observaciones alejadas de alglin pardmetro de
centralidad.

La medida de dispersién mas conocida es el desvio estandard. La misma se obtiene a partir de

la siguiente férmula:

SD(x) = nil D (i = X)? (6.1)
i=1

donde X representa el promedio de los valores del vector x. En base a estos parametros y definiendo

un umbral T, se pueden definir los siguientes limites para los datos “normales” si estan comprendidos

en los siguientes valores de L y U:

'\
—
x
N
Il
XI

—-T.
+T-SD(x) (6.2)

-
—
x
N
Il
X1

La utilizacién del desvio estandard suele estar muy vinculada a las distribuciones normales y se
usa comunmente el valor de T fijado en 3. Sin embargo, las medidas utilizadas son muy sensibles
a outliers y por lo tanto, se puede apelar a una medida de dispersién mas robusta. Con este fin,
se adopta en algunas ocasiones la mediana de la desviacién absoluta que se obtiene del siguiente
modo:

L - Mediana {|x; — x|} (6.3)

MAD(x) = g=ig.75) - Mediar

donde X representa la mediana del vector x, ®~1(0.75) representa el tercer cuartil de una distri-

bucién normal estandard y la constante multiplicadora asegura que el MAD sea un

®-1(0.75)
estimador insesgado del desvio estandard poblacional en el caso de que la distribucién de x es

normal.
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En base a estos parametros de centralidad y dispersién (X y MAD(x), respectivamente) se

pueden establecer los siguientes limites para los datos considerados “normales™

MAD(x)

~T.
- (6.4)
U(x) =X+T - MAD(x)

Estos limites presentan mayor robustez a datos atipicos respecto de la ecuacién 6.2 para distri-
buciones simétricas no necesariamente normales. Nuevamente, por la comparabilidad entre ambas
metodologias en casos de normalidad, también se adopta generalmente T = 3.

Sin embargo, notar que ambas disposiciones dadas en 6.2 y 6.4 son simétricas respecto de una
medida de centralidad. Por lo tanto, para distribuciones levemente asimétricas se pueden adoptar

limites que se adapten a dicha condicién. Por lo tanto, en ciertos casos se utiliza la regla de Tukey:

L(x) =Q1(x) — T - IQR(x)

(6.5)
U(x) = Q3(x) + T - IQR(x)

donde Q1(x) y Q3(x) representan el primer y tercer cuartil del vector x, respectivamente, mientras
que IQR(x) denota el rango intercuartilico del vector y se obtiene mediante la resta entre Q3(x)
y Q1(x) que resulta ser siempre positiva ya que, por definicién, Q3(x) > Q1(x). La regla de
Tukey (fijando T = 1.5) es la mas usada para detectar outliers en distribuciones univariadas.
Mas adn, fijando T = 3, la regla detecta outliers severos. Ademas, como Q1(x) y Q3(x) no son
necesariamente equidistantes de la mediana del vector x, los limites pueden ser asimétricos respecto
de X y adaptarse mejor a sesgos en el vector.

En este trabajo nos focalizaremos en estas estrategias para datos univariados, aunque las

mismas técnicas se aplicaran a distintos vectores.

6.2.1. Residuos

Una vez estimados los parametros de un MEM, se puede estimar una respuesta \7,] que busque
estimar el valor observado Y; ;. Se denomina “residuo” a la diferencia entre estos dos valores y se
denota del siguiente modo:

rij =Yij = Yij (6.6)

en base a estos valores se puede construir un vector de residuos r; € R7 para el i-ésimo individuo.
Mas alin, concatenando todos estos vectores se obtiene un vector r € RV,

Cuando algiin valor de r; j estda muy alejado del cero, se puede sospechar que para dicha medi-
cién, el modelo no esta cumpliendo las expectativas de prediccién, y por ende, puede investigarse
la existencia de una variable atn no contemplada que pueda explicar semejante diferencia.

El vector r; puede obtenerse también mediante la siguiente férmula

ri = A,‘ X Y,‘
I -1
A =H 1 —H1xX x (Zx’k x H b x xk) x Xix H; !
k=1

(6.7)
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donde X! representa la transpuesta de la matriz X; y* la matriz H; esta definida en la ecuacién
3.24. Con estas definiciones puede deducirse la siguiente distribucién multivariada para el vector
r;

ri~NJ, (0,0 A}) = rij ~N(0,0° (A);)) (6.8)

Por lo tanto, los residuos pueden estandarizarse dividiendo por su desvio, recordando que la
matriz A; depende de la matriz H;, cuyos parametros deben estimarse. Por lo tanto, la matriz A;
se reemplaza por la matriz estimada A

r
Ui,j = 7”/\ (69)
G-/ (Ai)j

<.

Para evitar la influencia de observaciones que pueden alterar los calculos, se puede estimar el
desvio mediante la eliminacién de la j-ésima medicién del i-ésimo individuo. Es decir, llamando

(i) a la estimacién del desvio sin considerar la respuesta Y; ;:

N o2 (6.10)
32- = 6.\2 i J
(i) N—1

6.2.2. Efectos aleatorios (EA)

Se puede demostrar (ver [50]) que cada vector estimado de EA sigue la siguiente distribucién:
b; ~ Ng(0;G x Z x A; x Z; x G) (6.11)

donde la matriz A; esta definida en 6.7.

Por lo tanto, cada EA /l;,-vq se puede estandarizar del siguiente modo:

~

~ bi,q
Vi,q - 7
V(G XZIx A X Zi x G)gq

(6.12)

Mas aan, se puede considerar una matriz B € RI*Q concatendando por filas los I vectores
estimados de EA. Anilogamente, se puede construir la matriz V € RI*Q ytilizando las expresiones
obtenidas en 6.12.

6.3. Algoritmo

6.3.1. Objetivos

Nuestra propuesta es utilizar un algoritmo que permita detectar tanto anomalias contextuales

como colectivas, considerando las distintas interpretaciones que tienen las estimaciones basadas
en MEM.
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Por ejemplo, como fue mencionado en la seccién 6.2.1, residuos con valores alejados del cero
representan diferencias grandes entre el valor esperado por el modelo y el valor empirico observado.
Por lo tanto, se podria definir como una anomalia contextual. Méas ain, si el valor observado
termina siendo ademés atipico comparado con el resto de la poblacién, hasta podria considerarse
una anomalia puntual (Ver Figura 6.2). Por lo tanto, pueden detectarse estas anomalias analizando
el vector de residuos r.

Por otro lado, los EA con valores estimados alejados del cero también representan trayectorias
atipicas. Para simplificar, podemos asumir que los EA consisten de una ordenada y una pendiente

por individuo.

= En el caso de las ordenadas, un valor alejado del cero representan trayectorias similares a las

de la poblacién pero con niveles basales muy distintos.

= Por otro lado, las pendientes individuales que tienen valores estimados alejados del cero re-

presentan crecimientos (o decrecimientos) que difieren de los observados a nivel poblacional.

Por lo tanto, por mas que los valores puntuales pueden ser numéricamente similares a los de la
poblacién, su trayectoria no evoluciona segin los valores esperados. Es decir, las observaciones
no necesariamente son atipicas, pero las trayectorias si lo son (Ver Figura 6.2). Por ende, pueden
considerarse estos casos como anomalias colectivas y pueden detectarse a través de las columnas

de las matrices B o V.

Datos totales

Residuo Extremo

Ordenada Aleatoria

Pendiente Aleatoria

Extrema Extrema
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FIGURA 6.2: Representacion grafica de los distintos tipos de anomalias (representadas con
rombos), segin las interpretaciones de los valores estimados de un MEM.

Descripciéon del algoritmo

Para detectar los distintos tipos de anomalias, primero se requiere un MEM que represente de

forma adecuada a las evoluciones de la poblacién, y en base a los valores estimados de ese modelo,
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se pueden obtener y analizar los valores del vector de residuos r y los EA B.
A continuacién disponemos el pseudo-cédigo del algoritmo, mostrando dénde se pueden intro-
ducir variantes:

= Datos de entrada:

e Base de datos

e Nombre de la variable de respuesta.

e Lista de nombres de las covariables asociadas a efectos fijos.

e Lista de nombres de las covariables asociadas a efectos aleatorios.

e Nombre de la variable identificatoria de individuos.
= Filtrado de datos faltantes

e Se remueven todas las filas donde falten respuestas o alguna covariable.
= Ajuste del modelo

e Se generan las matrices de disefio Y, Xy Z.
e Se estiman los parametros del modelo y se obtienen E G yo.
= Deteccion de residuos atipicos
e Calcular el vector de residuos r (puede reemplazarse por u o u*, ver ecuaciones 6.6, 6.9 y
6.10).

e Calcular los limites Lp y Up para valores normales del vector de residuos segiin la ecuacién 6.5
(se puede reemplazar por los limites obtenidos 6.4 y 6.2).

e Identificar los residuos fuera del intervalo [Lp, Up].

e Guardar en una lista el individuo y el tiempo correspondiente al residuo extremo.
= Deteccion de efectos aleatorios atipicos
e Calcular la matriz estimada de efectos aleatorios B (puede reemplazarse por V ver ecuaciones

330y 6.12).

e Para cada columna de la matriz estimada, calcular los limites L, y U, para valores normales
del efecto aleatorio correspondiente segiin la ecuacién 6.5 (se puede reemplazar por los limites
obtenidos 6.4 y 6.2).

e Para cada columna de la matriz estimada, identificar los efectos aleatorios fuera del intervalo
[Lq. Uql.

e Guardar en una lista los individuos, la variables y los valores correspondientes a efectos alea-
torios extremos.

= Datos de salida

e La lista de residuos extremos con sus datos correspondientes.

e La lista de efectos aleatorios extremos con sus datos correspondientes.

Todas estas ultimas variantes seran incluidas en los experimentos y simulaciones para comparar
sus resultados con los obtenidos por la propuesta principal, que involucra el uso del IQR como
medida de dispersién y toma como datos de entrada el vector de residuos r y la matriz de EA

estimados B.
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6.3.3. Comparacién con otro método

Como se menciond en la seccién 1.4.2, el trabajo de mayor similitud respecto de nuestra
propuesta es un trabajo de Zewotir et al. [44], donde se aplica la misma estructura que la presente en
el algoritmo descripto en la Seccién 6.3.2, aunque con diferentes umbrales. Por eso compararemos
nuestra metodologia con esta propuesta, ya que mayoritariamente, otros métodos de deteccién no
son aplicables a nuestro contexto.

Para detectar residuos extremos, en vez de utilizar los residuos ordinarios (denotados matema-
ticamente como r, ver ecuacién 6.6), se detectan valores extremos de los residuos estandarizados

(denotados matematicamente como u, ver ecuacién 6.9) y se calculan distinto los limites Lp y Up:

4N 4-N
Lp— ./ — 1
P N—P+3 Up =\ N=P+3 (6.13)

donde N representa la cantidad total de observaciones y P la cantidad de EF.

Por otro lado, también tiene una similitud con la estructura del algoritmo de deteccidn de
EA extremos, aunque con la diferencia de que en vez de la matriz de EA (denotados § ver
ecuacién 6.11), se utiliza la matriz de EA estandarizados (denotados V, ver 6.12). Ademas, se
pueden intercambiar los limites L, y Ug por las siguientes expresiones, utilizando los cuantiles de

la distribucién t de student:

Ly = —to.975,df Ug = to.975,d (6.14)

donde df son los grados de libertad de la distribucién, y para este trabajo se asume que df es el
rango de la matriz ampliada [X Z], que se obtiene concatenando a las matrices X € RV*P (ver
ecuacién 3.4) y Z € RV*(I'Q) (donde las matrices individuales Z; se disponen de forma diagonal
en bloques) por columnas.

Ademas, vale aclarar que el trabajo de Zewotir et al. [44] no aborda el problema de datos
faltantes. Por lo tanto, el valor de N debe coincidir con la cantidad observada de respuestas
y covariables. Teniendo en cuenta la estrategia de este trabajo, usaremos sus resultados para

comparar con nuestra propuesta.

6.4. Simulaciones

Para testear el algoritmo se simularon datos que siguen un MEM sencillo, con el objetivo de

obtener trayectorias de respuestas similares a las observadas en datos longitudinales biomédicos.

6.4.1. Parametros

Seglin estos objetivos, se consider6 un estudio hipotético en el que hay dos grupos de individuos
(podrian considerarse grupo de control y de tratamiento), ambos con correspondientes ordenadas
y pendientes como EF, nucleados en el vector 8. Respecto de los EA, se consideran ordenadas

y pendientes individuales b; = (b, bj 1) con su respectiva matriz de covarianza G. Ademas, se
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introducen errores de medicién independientes ¢; ;. Es decir,

B = (B1, B2, B3. Bs)

b; ~ N>(0, G)
Var(bio)  Cov(bio bi1)\ (&0 &o1 (6.15)
~ \Cov(big, bi1)  Var(bj1) ~\eo1 g1
Eij~ N(O, 0’)

Por otra parte, dado que las trayectorias longitudinales suelen tener desbalance tanto en la
cantidad de mediciones como los instantes de las mismas, se consideran también diferencias en

estos atributos.

Para obtener distinta cantidad de mediciones, para cada individuo 7 se elige un nimero entero

al azar J; entre los valores Jmin ¥ Jmax-

Por otro lado, dado el valor J;, para obtener distintos instantes de medicién en el individuo
i se calculan los tiempos de medicién segiin una suma de variables exponenciales independientes
para asegurar la positividad de los intervalos temporales entre mediciones consecutivas. Es decir,

el j-ésimo instante de medicién para el individuo /i t; ; se obtiene del siguiente modo:

J
tij = Z‘T,"k (616)
k=1

donde 1 </i<I 1<j<UJiyTix~EQ).

Una vez obtenidos los instantes de medicién, se pueden construir las matrices de disefio. Al

tener los distintos grupos distintas ordenadas y pendientes, se define cada matriz X; del siguiente

modo:
ti1 0 0
tio 0 O
Xi=1. . L si el i-ésimo individuo pertenece al grupo control
1 t, 0 0
(6.17)
ti1 1 ti1
1 tin 1 tio
Xi=1. . . ) si el i-ésimo individuo pertenece al grupo tratamiento
1 tiy, 1 tiy
Ademas, las matrices Z; se construyen con la siguiente estructura:
1 ti1
1 tio
Zi=| (6.18)
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A partir de estos datos, se puede construir una trayectoria Y; que sigue el siguiente modelo:

Y, =X;xB+2Zi xbj+¢; (6.19)

6.4.2. Anomalias

En la seccién anterior se describieron las trayectorias que siguen el modelo estadistico dado en
6.19. Sin embargo, el objetivo consiste en identificar trayectorias atipicas. Por lo tanto, debemos
construir trayectorias que no obedezcan estrictamente dicho modelo.

Para introducir anormalidades, tratamos de seguir los conceptos de cada categorizacién de-
tallada en [48]. Generar desviaciones en algunos instantes especificos tiene el objetivo de generar
valores residuales extremos (lo llamaremos VRE). Por otro lado, valores extremos de la ordenada
o la pendiente individual, generan anomalias colectivas. Como notacién para estos altimos valores,
utilizaremos las siglas OAE para ordenada aleatoria extrema, PAE para pendiente aleatoria extrema
y mas generalmente, EAE como efecto aleatorio extremo.

Para introducir anomalias en instantes de medicién especificos, se puede construir un vector
D,’-D que tenga valores nulos en gran parte de sus coordenadas salvo en una pequefia proporcién pp.
Por otro lado, para que la anomalia sea detectable, debe tener un valor D. considerable respecto

de los errores de medicién ¢; ; (que tienen como desvio el pardmetro o), es decir:

U U7 ~U(0,1)

ij!
d,D =Ccp-0
dp si U}; < pp,U?; <05 (6.20)
Df,=q —dp siU}; <pp U2 >05
0 en caso contrario.

donde ademas, para evitar introducir sesgo, la variable UI-ZJ- busca que las anomalias sean construidas
con signos positivos y negativos en igual proporcién. Juntando todas estas coordenadas para cada
individuo i, se puede construir un vector DIP donde se almacenan las distintas perturbaciones
puntuales al modelo para dicho individuo.

De manera similar, se pueden construir datos extremos para los EA, sélo que debe considerarse
que el desvio de las ordenadas individuales viene dada por ,/gpo. Por lo tanto, tomando un
maltiplo de este valor por una constante cgy, se puede construir el valor D,‘-‘_"I que genera ordenadas

individuales atipicas para el individuo / con una proporcién de pry mediante los siguientes calculos:

UL, U2 ~ U(0,1)
drI = CRI - \/80.0

drr si Ul < prr, U2 <05 (6.21)
DR = ¢ —dgr  siU} < prr,U?>05
0 en caso contrario.

Notar que como un cambio en la ordenada afecta toda la trayectoria, no hay distintas coordenadas

de D;-‘_"I para cada individuo y por lo tanto, no es un vector.
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Analogamente, se puede construir la perturbacién a la pendiente aleatoria DIRS, con proporcién

prs de valores no nulos y un miltiplo crs del correspondiente desvio /g1 1:

UL U2 ~U(0,1)
drs = CrRs - /81,1

drs si Ul < prs, U? <05 (6.22)
DRS ={ —drs  siU! < prs,U?>05
0 en caso contrario

Para el individuo /, se puede considerar el vector Df = (DIRI, D,’-QS) como una perturbacién
general a los EA. Con estas construcciones, se puede generar una trayectoria atipica Y; mediante

la siguiente ecuacidn:

Y, =XixB+2Zi xb;+DF +Z; x DF + ¢ (6.23)

6.4.3. Valores de los parametros

Cuando las constantes crr y crs coinciden, se usa la notacién cg para simbolizar ambos
valores. Del mismo modo, para apreciar la interaccién entre las ordenadas y pendientes individuales,
la simulacién toma un @nico parametro pgr para la proporcién de anomalias colectivas y se toman

las siguientes tres combinaciones, de forma que prr + prs = pr:

" PRI = PR, PRS =0 » prr =0, prs = pPr = prI = pRS = 55

La siguiente tabla representa los valores de los pardmetros que son constantes en todas las

simulaciones:

B1=1 p>=0.1 B3=-2 Ba=-0.2 | Jnin=2
£0,0=0.051 | gp1=-0.001 | g1,1=0.051 | 0=0.25 | Jpax=4

TABLA 6.1: Parametros fijos en todas las simulaciones.

Por otro lado, el resto de los parametros tienen valores especificos segin la tarea de deteccidn
que se realiza. Por ejemplo, cuando se quiere evaluar la deteccién de VRE, se amortigua el impacto
de los EA ajustando pgr para no alterar tanto los parametros estimados y, por ende, las detecciones.
Ademas, el valor de Tp o Tk de los algoritmos 77 y 77, respectivamente, puede ser incrementado
para establecer limites mas restrictivos para tareas de deteccién que no estén siendo evaluadas. Por
ejemplo, si se evalGa la deteccién de VRE, se puede poner un valor razonable para el parametro

Tp y valores altos de Trr y Trs, para que no realice ninguna deteccién de EAE.

Parametros para la deteccién de residuos extremos (VRE)

En estos casos, cuando se aplica la metodologia dada en 6.5, se toma Tp como 1.5, mientras

que cuando se utilizan las estrategias dadas en 6.4 y 6.2, se establece Tp=3.
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prr=0, 0.025, 0.05 | prs=0, 0.025, 0.05 | pp= 0.05, 0.1, 0.2, 0.25
cri=1, 2 crs=1, 2 cp=3,4
Tri=4 Trs=4 I= 100, 200, 300

TABLA 6.2: Parametros para la deteccién de VRE.

Como fue mencionado anteriormente, los valores de crr y crs son mas bajos para reducir el
impacto sobre los parametros estimados y los valores de Trr y Trs son mas altos para no consumir
memoria en guardar detecciones que no seran analizadas. En cada tarea de deteccién subsiguiente

se observan también decisiones similares en valores que no corresponden a la magnitud evaluada.

Parametros para la deteccion de ordenadas individuales extremas

pp=0, 0.1, 0.2 | prs=0, 0.05, 0.1, 0.2 [ prr= 0.05, 0.1, 0.2
Cp=]., 2 CR5=1, 2 CRI= 3, 4
Tp=4 Trs=4 I= 100, 200, 300

TABLA 6.3: Parametros para la deteccion de OAE.

En estos casos, cuando se aplica la metodologia dada en 6.5, se toma Tgy como 1.5, mientras

que cuando se utilizan las estrategias dadas en 6.4 y 6.2, se establece Trr=3.

Parametros para la deteccién de pendientes individuales extremas

pp=0, 0.1, 0.2 | prr=0, 0.05, 0.1, 0.2 | prs= 0.05, 0.1, 0.2
CP=1, 2 CRI=1, 2 CRS= 3, 4
Tp=4 Trr=4 I= 100, 200, 300

TABLA 6.4: Parametros para la deteccidon de pendientes individuales extremas.

En estos casos, cuando se aplica la metodologia dada en 6.5, se toma Tgrs como 1.5, mientras

que cuando se utilizan las estrategias dadas en 6.4 y 6.2, se establece Trs=3.

6.4.4. Evaluacién

En general, para cualquier algoritmo de deteccidén no supervisado, la dificultad a la hora de
evaluar el procedimiento reside en la incapacidad de saber cuéles son las mediciones atipicas. Sin
embargo, cuando los datos son simulados se sabe exactamente qué mediciones o trayectorias fueron
alteradas ya que se introdujeron artificialmente.

En nuestro caso, esas perturbaciones vienen dadas por los vectores DF € RJ/*1 y DR =
(D,RI, D,’RS) € R2x1 descriptos en las ecuaciones 6.20, 6.21 y 6.22, o mas aun, sus extensiones
a todos los individuos D € RN*1 y DR = (D!, DR®) € R2*!, Estos vectores pueden tomarse

como referencia, dado que son anomalias reales y se pueden rastrear. Por lo tanto, cuando se



6.4. Simulaciones 89

aplica el algoritmo sobre una base generada por las construcciones descriptas en la ecuacién 6.23,
se pueden comparar las detecciones obtenidas con las de referencia.
Por lo tanto, considerando una deteccién del algoritmo como “positiva”, se pueden establecer

las siguientes categorias:
= T+: Detecciones del algoritmo en una base simulada.
= T—: Observaciones no detectadas en la base simulada.
» R+: Valores no nulos del vector D (o la matriz D, segiin la tarea de deteccién).
» R—: Valores nulos del vector D (o la matriz DR, segiin corresponda).

o

Por lo tanto, las observaciones que sean categorizadas como “4+" o “” en ambos casos son
aciertos del algoritmo mientras que en caso contrario son detecciones erréneas. Por lo tanto,

podemos pensar en los siguientes casos:

R+ | R—
T+ |VP|FP (6.24)
T— | FN|VN

donde VP y VN representan la cantidad de verdaderos positivos y negativos, respectivamente.
Del mismo modo, FP y FN se corresponden con la cantidad de falsos positivos y negativos,

respectivamente.
En base a estos valores, se pueden establecer las siguientes magnitudes que evaltan los resul-
tados de las detecciones de cada variante del algoritmo, muy establecidas en la literatura:

= Sensibilidad (S): % = Valor predictivo positivo (VPP): 7VPV+PFP
e s VN - . VN
= Especificidad (E): FPLVN = Valor predictivo negativo (VPN): FNTVUN

Es decir,

= la sensibilidad representa qué proporcién de las anomalias de referencia (R+) son detectadas

por el algoritmo (T+).

= la especificidad consiste de la proporcién de datos no anémalos (R—) que son identificados

como tales (T—).

= el valor predictivo positivo contempla qué proporcién de las detecciones positivas (T+) son

realmente anomalias.

= el valor predictivo negativo evalta qué proporcion de los datos considerados normales (T —)

lo son realmente (R—).

De algiin modo, la sensibilidad y la especificidad contemplan la capacidad de deteccién del

algoritmo y los valores predictivos permiten considerar la confiabilidad de los resultados obtenidos.
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Es decir, un algoritmo de alta sensibilidad y bajo valor predictivo positivo, detecta muchas ano-
malias, pero también determina que varias observaciones son atipicas cuando no lo son realmente,
resultando en un umbral muy laxo para considerar un dato como anémalo.

Por otro lado, un algoritmo de baja sensibilidad y alto valor predictivo positivo, detecta pocos
casos anémalos pero se puede tener mayor certeza sobre el resultado de una deteccién positiva.

Vale aclarar ademas que el enfoque esta puesto en las detecciones positivas, ya que el algo-
ritmo devuelve como resultado las observaciones consideradas anémalas y por lo tanto, tanto la
sensibilidad como el valor predictivo positivo permiten evaluar la calidad de dichos resultados.

Por otro lado, como las observaciones anémalas son por definicion mucho menores en propor-
cién que los datos que siguen el modelo, generalmente tanto los valores predictivos negativos como
la especificidad suelen tener valores cercanos a 1 dado que el valor de verdaderos negativos (VN)

suele ser mucho mayor que los otros valores de la tabla de contingencia dada en 6.24.

6.4.5. Datos faltantes

Siguiendo los métodos descriptos en 4.2 se remueven algunas respuestas previamente simuladas
segiin la ecuacién 6.23, con proporciones de remocién dadas por pyy = 0.1, 0.15 y 0.2. Estas
remociones se realizan para evaluar el impacto de los datos faltantes sobre los resultados. Ademas,
se ensaya con los distintos mecanismos de remocidén de respuestas descriptos en 4.1 para analizar
las diferencias que pueden ocasionar en las detecciones.

Vale aclarar que en estos casos, deben realizarse ajustes a los valores calculados en la tabla
dada en 6.24 ante la remocién de respuestas, ya que si la respuesta removida era previamente
una anomalia (R+), no puede ser detectada (T—) y por lo tanto, no puede contarse como un
“falso negativo”. Del mismo modo, si el dato removido era fiel al modelo dado en 6.19 (es decir,
se categoriza como R—), entonces tampoco puede considerarse que el hecho de no detectar dicha

observacién (T —) no deberia resultar en contarlo como un “verdadero negativo”.

6.4.6. Resultados

En la siguiente seccién mostramos los resultados de las simulaciones. Recordamos que las
detecciones “positivas” son las de mayor importancia. Por lo tanto, los resultados se centran en
la sensibilidad y el VPP. Ademas, como fue mencionado en la seccién 6.4.4, los valores de la
especificidad y el VPN son en general elevados y no presentan mayores diferencias. Ambas medidas
son importantes pero dependiendo del drea de la aplicacién y de las necesidades del usuario, alguna
de estas dos medidas puede adquirir mayor relevancia.

En muchos casos, sobre todo en aplicaciones biomédicas, perder una deteccién positiva puede
resultar en un costo altisimo, por lo que el usuario puede preferir una sensibilidad mas alta y
un mayor namero de detecciones, a partir de la cual se pueden descartar de forma manual los
falsos positivos. Sin embargo, en caso de requerir mayor nivel de automatizacion, el usuario puede
preferir una menor sensibilidad a costo de un mayor VPP, dado que el proceso de descarte de falsos

positivos puede ser muy abrumador y se elige en este caso que las detecciones sean menos, pero
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efectivamente positivas. De todas formas, cualquier método de deteccién elegido debe tener un
buen balance entre sensibilidad y VPP.

Por otro lado, en todas nuestras simulaciones, la metodologia de Zewotir et al. mencionada en
6.3.3 no detecté VRE y por lo tanto, no estan presentes en los resultados.

Salvo que se indique lo contrario, se considera un nimero de I = 100 individuos, ya que
tampoco se observaron diferencias notorias en los valores de las medidas evaluatorias al variar el

tamafio muestral.

Deteccién de residuos extremos (VRE)

La figura 6.3 muestra la evolucién de la sensibilidad media al incrementar el valor pp aplicando
el algoritmo (descripto en la Seccién 6.3.2) a los residuos ordinarios r, con valores fijos de cp,crr y
Crs, mientras que los valores de prr v prs se varian para ver cémo la proporcién de datos atipicos

afectan los niveles de la sensibilidad.

Método IQR - MAD SD
pRS=0 pRS = 0.05
0.6 1
0.4+
0.2 1
g 0.0 4
= pRI = 0.025 PRI = 0.05
5 PRS = 0.025 PRS =0
0.6 1
0.4 4
0.2+
0.0+ T T T T T T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 025 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
pP

FIGURA 6.3: Sensibilidad media y error estandard de la tarea de deteccién de VRE con
cp =4y crr = crs = 1 como valores fijos.

Segun el grafico, a medida que se agregan datos atipicos, la sensibilidad exhibe una tendencia
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decreciente. Este fendmeno no parece respetar la I6gica, ya que al haber mas datos para detectar,
deberia ser mas facil para el algoritmo identificar los mismos. Sin embargo, los efectos que tienen
estos datos atipicos sobre los parametros estimados, devienen en una mayor variabilidad de los
residuos, generando un aumento de las medidas de dispersién y por lo tanto, mayor amplitud en
los umbrales de deteccion.

En todos los paneles, se observa una mayor sensibilidad en el método que involucra al IQR.
Esta prevalencia se observa en todas las simulaciones en las que se detectan VRE, basicamente
porque los umbrales generados por el método IQR son levemente menos restrictivos que los otros
métodos, dando un mayor nimero de detecciones positivas.

Ademas, vale aclarar que el descenso en la sensibilidad para el método SD es mas vertiginoso
que los de los otros métodos. Esto es consecuencia de la susceptibilidad del desvio estandard a los
datos atipicos.

De todas formas se observa un resultado inesperado: cuando sélo se agregan valores de pen-
dientes extremas (prr = 0, prs = 0.05), aumenta levemente la sensibilidad en la deteccién en
comparacioén al caso en el que no se introducen EAE (prr = prs = 0). Es decir, mayor ruido
aumenta la capacidad de deteccién del algoritmo. Sin embargo, lo contrario ocurre cuando sélo
se agregan ordenadas atipicas (prr = 0.05, prs = 0). Por lo que el impacto del ruido agregado
en un caso es beneficioso y en otro caso es perjudicial para la sensibilidad. Esto se debe a que
al agregar variabilidad en las pendientes, las estimaciones posteriores de las trayectorias heredan
dicha variabilidad y al tratarse de pendientes, tiene un impacto en todos los tiempos de medicion
y las trayectorias estimadas tienen mayor adaptabilidad. Por otro lado, cuando se agregan sélo
ordenadas extremas, el efecto sobre las trayectorias estimadas se observa Ginicamente en la res-
puesta basal. Por lo tanto, no deviene en una mayor adaptabilidad de las trayectorias en todos los
instantes de medicién y en consecuencia, los residuos presentan una mayor dispersion.

La figura 6.4 muestra la evolucién de la sensibilidad media al incrementar el valor pp aplicando
el algoritmo (descripto en la Seccién 6.3.2) a los residuos ordinarios r, con valores fijos de prr y
Prs, mientras que los valores de cp, crr y crs varian para ver cémo la magnitud de los picos
afectan los niveles de la sensibilidad.

Segiin lo esperado, mayores valores de cp generan una mayor sensibilidad ya que al generar picos
de mayor magnitud, son mas faciles de detectar. De todos modos, también se observa, como en el
grafico anterior, que al aumentar la magnitud de los EAE, aumenta levemente la sensibilidad en los
métodos de IQR y MAD, por el efecto mencionado de la mayor adaptabilidad de las trayectorias
estimadas.

La figura 6.5 analiza los resultados del VPP, con valores fijos de cp, prr vy prs, mientras que
varian los valores de crr y crs.

Se ve en la figura que el método SD arroja los mejores resultados en cuanto al VPP. Esto se
debe a que el método SD es el mas restrictivo de los 3 considerados en este grafico. Por lo tanto, a
pesar de tener un menor nimero de detecciones, suelen ser en su mayoria verdaderos positivos. A
pesar de esta prevalencia, los tres métodos presentan un aceptable valor de VPP y elegir el método
SD viene con una pérdida notable en la sensibilidad.

Ademas, se observa en la figura que el método SD presenta una mejoria en su VPP cuando
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FIGURA 6.4: Sensibilidad media y error estandard de la tarea de detecciéon de VRE con
prI = Prs = 0.025 como valores fijos.

aumenta el valor de cg, reforzando la idea de que mayor variabilidad en los EA pueden llegar a
mejorar las trayectorias estimadas.

Por otro lado, no se observaron diferencias notables al comparar las tareas de deteccién en las
distintas clases de vectores residuales: Ordinarios (notados r en la ecuacién 6.6), Estandarizados
(notados u en la ecuacién 6.9) y Predichos (notados u* en la ecuacién 6.10), por lo que omitimos
cualquier grafico que involucre dicha comparacion. Ademas, las evoluciones de las medias exhiben
similares morfologias a lo largo de todas las combinaciones de las simulaciones, por lo que en
las secciones subsiguientes se limitaran mas los valores de los parametros para poder describir las

caracteristicas principales de los resultados.

Deteccidon de ordenadas aleatorias extremas

Aclaramos que a partir de esta seccién el método de Zewotir et al. mencionado en 6.3.3 sera
incluido en la comparacién dado que tuvo detecciones positivas de EAE. En la figura 6.6 se analiza

la sensibilidad y el VPP al aplicar el algoritmo descripto en la Seccién 6.3.2 a bases simuladas con
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FIGURA 6.5: VPP medio y error estandard de la tarea de deteccién de VRE con cp = 4 y
prI = Prs = 0.025 como valores fijos.

prI como valores variables y manteniendo fijos los valores de pp, prs, cp y crs. Para la figura
las detecciones se realizan en base a la matriz de EA estimados B, salvo para la metodologia de
Zewotir et al., en la que se utiliza la matriz de EA estandarizados (notada V), ambas matrices
descriptas en la seccién 6.2.2. Vale aclarar que para los métodos IQR, MAD y SD, no se detectaron

diferencias notorias entre el uso de las matrices B y V y por lo tanto, son omitidos sus resultados.

Método IQR - MAD -A SD Zew Método IQR - MAD -4 SD Zew
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FIGURA 6.6: Analisis de (a) Sensibilidad y (b) VPP de la tarea de deteccién de VRE con
pp = pPrs =0, cp = crs = 1y crr = 4 como valores fijos.
Claramente el método de Zewotir et al. da como resultado la mayor sensibilidad, aunque con el
costo de un VPP muy reducido. Es decir, detecta un gran nimero de datos atipicos, pero la mayoria

son falsos positivos (el 20 % de las detecciones cuando pgr = 0.05). Salvo por este método, el

resto de las evoluciones de la Sensibilidades y VPP medias mantienen comportamientos similares
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a los obtenidos en la deteccién de VRE, con una prevalencia del método IQR en la sensibilidad por
encima de los métodos de MAD y SD.
Deteccion de pendientes aleatorias extremas

En la figura 6.7 se visualizan los resultados de la Sensibilidad y VPP en la deteccién de
pendientes extremas. Nuevamente, salvo para el método de Zewotir et al. (en la que se usa la

matriz V), se utiliza la matriz de EA estimados B.

Método IQR MAD SD Zew Método IQR MAD SD Zew
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FIGURA 6.7: Analisis de (a) Sensibilidad y (b) VPP de la tarea de deteccion de pendientes
extremas con pp = prr = 0, cp = crr = 1 y crs = 4 como valores fijos.

En comparacion con la figura 6.6, todas las metodologias aumentan notablemente su Sensi-
bilidad y VPP, con la salvedad del método de Zewotir et al. Esta excepcién tiene que ver con la
naturaleza del umbral propuesto en este método. Al ser un umbral constante, ademas de utilizar la
estandarizacidon de los EA, se normalizan todas las distribuciones de distintos EA a una distribucidn
Gnica, omitiendo la interpretacién de los mismos y su diferente impacto en las trayectorias estima-
das. Por lo tanto, como los umbrales de los métodos IQR, MAD y SD varian segin la dispersién
de los EA, son mas adaptables al mayor impacto en las trayectorias, producto de las pendientes
aleatorias extremas.

Por otro lado, en esta tarea de deteccién, se observa una diferencia entre el uso de la matriz de
EA estimados B y la estandarizacién correspondiente V. Por ejemplo, en la figura 6.8, se observa un
mejor rendimiento del umbral obtenido con la matriz B respecto del uso de la matriz V, utilizando
el método IQR. Esto se debe a la estandarizacién que mitiga el impacto de las pendientes atipicas.
Por lo tanto, las detecciones basadas en la dispersidn real de cada vector columna muestran mayor

robustez.

Analisis de datos faltantes

Se aplicaron los métodos de remocién de datos faltantes descriptos en 4.2 a las bases simuladas,
utilizando los tres mecanismos (MCAR, MAR y NMAR) y tomando como py los valores 0.05, 0.1
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FIGURA 6.8: Analisis de (a) Sensibilidad y (b) VPP de la tarea de deteccién de pendientes
extremas usando el IQR como medida de dispersion para los EA (ordinarios y estandarizados)
con pp = prr =0, cp = crr = 1 y crs = 4 como valores fijos.

y 0.2. Si bien hay alteraciones en las medidas de evaluacién (debidos a los cambios tanto en
numeradores como en denominadores), no se observaron muchas diferencias morfolégicas con las
tareas de deteccién dadas en las secciones anteriores. Por lo tanto, limitamos los analisis a unos
pocos casos en los que se observan algunos resultados interesantes. Los resultados se describen
en las Figuras 6.9 y 6.10, donde se analiza la sensibilidad en la deteccién residual manteniendo
I =100, cp =4, cri = crs =1y prr = prs = 0.

A priori, se podria pensar que al aumentar la proporcién de respuestas removidas, mayor es
el impacto sobre las estimaciones y que por lo tanto, sea mas dificil detectar datos atipicos. Sin
embargo, se produce un resultado inesperado en la Figura 6.9, ya que al aumentar la proporcién
de remocién de respuestas, en algunos casos aumenta levemente la sensibilidad. Ademas, en la
Figura 6.10, se observa una menor sensibilidad de deteccién en el escenario mas deseable, es decir,
bajo el mecanismo MCAR en el que no se introduce sesgo. Estos resultados inesperados pueden
deberse a que el sesgo introducido esté removiendo mas detecciones positivas que negativas y que
por lo tanto, reduce los valores del denominador, aumentando el cociente.

Las detecciones de EAE casi no presentaron diferencias numéricas, dado que el EA es indi-
vidual y que por lo tanto, para dejar de considerar un individuo en el analisis debe removerse la

correspondiente trayectoria de respuesta en su totalidad, evento que no es probable.

Complejidad computacional

La Tabla 6.5 analiza los tiempos de corrida de cada algoritmo en microsegundos. Se ve una
diferencia sustancial en la complejidad al utilizar las matrices de residuos y EA ordinarios y sus res-
pectivas estandarizaciones. Los niveles elevados de costo computacional se explican por el tamafio
de las matrices (y sus respectivas matrices inversas) involucradas en los calculos de las estandari-
zaciones. Aln si estos calculos se pueden hacer de forma mas eficiente por la estructura en bloques

de las matrices de disefio correspondientes a cada individuo, el costo temporal es significativamente
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FIGURA 6.9: Comparacion de sensibilidad ante distintas proporciones de remocién, utilizando
el mecanismo de NMAR de remocion de datos.

mayor para las detecciones que involucran estandarizaciones.

Ademas, los tiempos de corrida de todos los métodos parecen aumentar de forma relativamente
proporcional con la cantidad de individuos, salvo por el método de Zewotir et al., que crece de
manera mas pronunciada. Justamente, en este método, el célculo del umbral para los EA requiere

de matrices de disefio que no pueden reducirse por la estructura en bloques.
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FIGURA 6.10: Comparacién de sensibilidad ante distintos mecanismos de remocién, utilizando
removiendo el 10 % de datos.
Método Tarea de Deteccion Clase =100 =200 I=300
Ordinarios (r) 123.68 (6.652) 201.999 (6.172) 304.836 (5.004)
Residuos Estandarizados (u) 800.39 (6.83) 1540.423 (6.001) 2298.749 (5.982)
Predichos (u*) 798.981 (6.914) 1542.468 (5.414) 2303.471 (5.445)
IQR Ordenadas aleatorias Ordinarias (B) 117.96 (4.79) 198.392 (2.111) 290.204 (4.273)
Estandarizadas (V) 793.246 (5.144) 1541.703 (3.665) 2285.728 (5.288)
Pendientes aleatorias Ordinarias (B) 130528 (7.727) 200.202 (6.058) 286.727 (4.165)
Estandarizadas (V) 803.665 (7.971) 1524.815 (6.079) 2284.487 (4.943)
Ordinarios (r) 123.32 (6.688) 196.087 (5.055) 289.112 (4.381)
Residuos Estandarizados (t) 801.081 (7.072) 1545.474 (6.253) 2313.759 (5.734)
Predichos (t*) 800.261 (7.22) 1544.727 (5.825) 2316.206 (5.727)
MAD Ordenadas aleatorias Ordinarias (B) 117.17 (4.747) 199.374 (2.385) 287.683 (3.9)
Estandarizadas (V) 794.22 (5.773) 1548.236 (3.852) 2310.719 (5.12)
Pendientes aleatorias Ordinarias (B) 129.908 (7.717) 198.605 (5.902) 284.058 (3.686)
Estandarizados (V) 805.085 (8.209) 1543.607 (6.577) 2307.901 (5.173)
Ordinarios (r) 123.324 (6.644) 195.668 (5.127) 288.259 (4.412)
Residuos Estandarizados (u) 798.961 (7.501) 1547.536 (5.855) 2326.721 (5.995)
Predichos (u*) 800.217 (6.836) 1549.968 (5.782) 2319.264 (6.356)
SD Ordenada aleatoria Ordinarias (B) 116.627 (4.716) 197.859 (2.079) 286.553 (3.901)
Estandarizadas (V) 795.396 (5.858) 1542.785 (3.578) 2308.299 (5.068)
Pendientes aleatorias Ordinarias (B) 129.851 (7.688) 198.693 (5.879) 283.707 (3.734)
Estandarizadas (V) 807.589 (8.283) 1548.965 (6.198) 2317.318 (5.556)
Residuos Estandarizados (u) 824.169 (7.106) 1794.68 (7.252) 3350.533 (10.55)
Zew Ordenada aleatoria Estandarizadas (V) 817.616 (5.238) 1786.657 (4.915) 3325.185 (8.747)
Pendiente aleatoria Estandarizadas (V) 829.924 (8.372) 1809.246 (7.23) 3345.491 (8.43)

TABLA 6.5: Analisis del tiempo medio y desvio estandard de corrida (en microsegundos) para

cada metodologia de eleccién del umbral, adoptando distintos tamafios muestrales.
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6.5. Bases reales

Se aplicaron las distintas variantes de los algoritmos de deteccién a las bases descriptas en la
seccién 3.2.3, utilizando como MEM de referencia los descriptos en las ecuaciones 3.33, 3.34 y 3.35.
Se calcularon las cantidades de detecciones para cada metodologia y se exhiben los resultados en
la Tabla 6.6. Vale aclarar que los umbrales dispuestos por Zewotir et al., se aplican sélo a vectores

estandarizados y por lo tanto, el resto de los valores son omitidos.

Data Deteccion Clase IQR | MAD | SD Zew
Ordinarios (r) 39 30 25 -
Residuos Estandarizados (u) 41 28 25 0
FEV; Predichos (u*) 41 28 25 -
. Ordinarios (B) 22 10 4 -

Efectos aleatorios Estandarizados (V) 6 2 2 522
Ordinarios (r) 4 0 0 -

Residuos Estandarizados (u) 4 1 1 417
NGCS Predichos (u*) 14 13 4 -
. Ordinarios (B) 4 3 2 -
Efectos aleatorios Estandarizados (V) 4 3 2 0
Ordinarios (r) 19 19 5 -

Residuos Estandarizados (u) 21 21 6 208
TLC Predichos (u*) 23 22 6 -
. Ordinarios (B) 4 6 0 -
Efectos aleatorios Estandarizados (V) 4 6 0 0

TABLA 6.6: Namero de detecciones de cada algoritmo en bases reales

Para la base FEVy, para cada método, no hay grandes distinciones entre el uso de residuos
ordinarios, estandarizados y predichos. Sin embargo, la diferencia es mas notoria en la deteccién
de EAE, en la que se ve que el uso de los EA ordinarios provee mayores detecciones. Esto se
puede deber a que la estandarizacién de los EA busca llevar todas las columnas de la matriz a
una misma distribucién, sin considerar las diferencias de interpretacion de cada EA. Por ejemplo,
se ha discutido en la seccién previa los distintos impactos que tienen las ordenadas aleatorias y
pendientes aleatorias sobre las trayectorias, omitir estas diferencias puede resultar en una menor
capacidad de deteccién.

Por otro lado, el método de Zewotir et al. no detecta ningiin residuo como extremo y una gran
cantidad de EAE (mas adn cuando se considera la cantidad total de EA dada por I x Q = 600).
Estos resultados son consistentes con los obtenidos en las simulaciones. Es decir, la sensibilidad es
alta por el gran nimero de detecciones, pero en su mayoria son falsos positivos y esto deviene en
que esta metodologia presente un valor bajo del VPP.

El efecto inverso se observa en las bases NGCS y TLC. La estandarizacién de los EA no afecta la
cantidad de detecciones, mientras que hay una mayor diferencia en los distintos vectores residuales
utilizados, alcanzando mayor notoriedad en la base NGCS.

En este altimo caso, se debe a que las tendencias estimadas por el modelo no siempre se adaptan
bien a las oscilaciones de las trayectorias (ver Figura 3.8). Por lo tanto, hay varios residuos alejados
del cero que pueden ser muy altos y afectar el desvio estandard. Ademas, la cantidad de datos es

menor en este caso y magnifica el impacto en las estimaciones. Cuando estos datos son removidos,
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el desvio estandard se achica y por lo tanto, cambia sustancialmente los valores de los residuos
predichos.

Ademas, vemos nuevamente en las bases TLC y NGCS que la metodologia de Zewotir et al.
devuelve resultados muy erraticos, ya que en este caso no se detecta ningiin EAE, pero se detecta
una gran cantidad de VRE en comparacién con la cantidad total de datos. Por otro lado, en la base
FEV; ocurre lo contrario: muchas detecciones en los EA pero ninguna en los residuos. En general,
observamos que en esta metodologia los umbrales son constantes, afectados mayoritariamente por
la cantidad de datos, sin tener en cuenta cdmo estos datos varian (consideracién presente en los
otros métodos), resultando en umbrales tanto excesivamente tolerantes como restrictivos. Por lo
tanto, tienden a tener demasiadas detecciones en algunos casos, pero detecciones nulas en otros.
El impacto de la cantidad de datos en esta metodologia se observa al considerar la diferencia entre
los tamafios muestrales de las bases: la base FEV; tiene N = 1993 observaciones, mientras que

las bases NGCS y TLC tienen N = 447 y N = 400 observaciones, respectivamente.
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Conclusiones

7.1. Discusién

A continuacién describimos algunas de las preguntas que surgen a partir de nuestros trabajos

y qué desarrollos pueden desprenderse a futuro a partir de los mismos.

7.1.1. Agrupamiento por expresién genética

En este trabajo se usan particiones que establecen de forma binaria la pertenencia de un
individuo a cierto grupo. Esto se debe al hecho de que el objetivo principal es encontrar diferencias
en otras variables entre los distintos grupos y esta comparacién pierde relevancia cuando los
grupos que se comparan no estan bien definidos. Por otro lado, como los algoritmos de tipo “fuzzy
clustering” agrupan observaciones dependiendo del grado de pertenencia respecto de algiin umbral,
si el umbral es muy restrictivo se pueden obtener varios grupos (mas de los deseados) con menor
cantidad de individuos. Si la cantidad de individuos por grupo es muy limitada y la cantidad de
grupos es grande, la comparacién entre grupos también carece de sentido. De todas formas, los
algoritmos de “particién blanda” son muy utilizados para buscar asociaciones a nivel molecular y
celular, ya que en esos casos la cantidad de datos suele ser inmensa y en este caso, los algoritmos
mencionados pueden encontrar tendencias grupales con mayor eficiencia, ya que se ven menos
influenciados por outliers y el uso del umbral puede descartar asociaciones débiles.

Nuestra propuesta obtiene buenos resultados en los casos en los que la informacién previa sobre
el fenémeno observado es limitada y las bases de datos poseen otras caracteristicas que inhabilitan
algunas herramientas estadisticas establecidas. Es decir, cuando hay muchas variables a considerar,
pocos individuos en la base con pocos instantes de medicién (que a su vez pueden diferir entre si).
Estas circunstancias son muy comunes para profesionales de la salud que buscan analizar los datos
de sus pacientes. De todas formas, vale aclarar que cualquier informacién previa puede aportar a
la mejora de los resultados. Por ejemplo, como la propuesta tiene la versatilidad de poder utilizar
cualquier algoritmo de clustering (y a su vez, basarse en cualquier funcién de distancia), cualquier
informacién previa puede facilitar la seleccién una funcién de distancia que permita diferenciar con
mayor eficiencia individuos distintos, segiin los objetivos del estudio.

Teniamos expectativas de mejores rendimientos del algoritmo de K-medias basado en el kernel
radial, dado que suele diferenciar individuos segiin la distancia de la observacién al vector nulo, que

en el espacio de las pendientes representan a las trayectorias estables. Sin embargo los resultados
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no fueron los esperados, ya que la distancia al vector nulo no contempla el signo de las pendientes.
Por lo tanto, como trabajo futuro puede disefiarse una funcién de distancia hibrida que contemple
tanto el kernel radial como los signos de las pendientes, que capture de manera mas especificas
las diferencias entre vectores de pendientes.

Por otro lado, en casos de presencia de outliers severos, el algoritmo se puede utilizar como una
herramienta de deteccién, aplicando en el espacio de las pendientes alglin algoritmo de clustering
con alta sensibilidad a outliers. Por ejemplo, en las pruebas el clustering jerarquico mostré tendencia
a aislar individuos con trayectorias muy atipicas. Por lo tanto, aplicando esta metodologia en el
espacio de las pendientes se puede obtener un grupo que sélo contenga a un outlier (o, dependiendo
de la cantidad de outliers, algunos grupos reducidos) y volver a correr un algoritmo mas robusto
sobre los vectores de pendientes restantes.

Ademas, vale aclarar que las bases utilizadas no presentan un nimero elevado de individuos, por
lo que el costo computacional de K-medoides es un contratiempo de consecuencias imperceptibles.
Sin embargo, para bases de datos masivas, puede convenir el uso de K-medias ya que, como
describen la mayoria de las pruebas, en muchos casos se obtienen resultados similares y el costo
computacional es menor.

Por altimo, es importante aclarar que el algoritmo tiene fines analiticos y esta pensado para
estudios observacionales, en las que las condiciones de los datos obtenidos ya estan establecidos. Por
lo tanto, no debe usarse para obtener conclusiones determinantes. Todos los resultados obtenidos

deben ser sometidos a estudios prospectivos mas rigurosos y controlados.

7.1.2. Deteccién de trayectorias atipicas

Seglin nuestros experimentos, el método de deteccion basado en el IQR provee resultados con
un buen balance entre Sensibilidad y VPP, ademas de tener una baja complejidad computacional.
Si bien el metodo de Zewotir et al. presenta mayor sensibilidad para el caso de los EA, viene con un
bajo valor de VPP, ya que la cantidad de detecciones es tan alta en comparacién con la cantidad
total de observaciones que la mayoria son falsos positivos.

En base a estos resultados, podemos obtener como primer conclusién que las metodologias que
proponen umbrales constantes (o que se basan mayoritariamente en la cantidad de datos) tienden
a ser demasiado restrictivos o demasiado tolerantes, ya que se obtiene una cantidad excesiva o nula
de detecciones. Mas aln, en estos casos los limites se obtienen asumiendo hipétesis distribucionales
muy estrictas. Sin embargo, justamente cuando una base presenta datos atipicos, estas hipotesis
se ven afectadas y los limites obtenidos pueden carecer de validez. Por otro lado, las metodologias
que se basan en medidas de dispersién parecen adaptarse mejor a los efectos de los datos atipicos
y proveen una cantidad razonable de detecciones.

Por otro lado, observamos que los distintos EA tienen diversos impactos sobre las trayectorias
y por lo tanto, cuando se busca normalizar todas sus distribuciones, se puede perder precision
en las detecciones. Por lo tanto, considerar detecciones separadas para cada EA (con distintas
metodologias que se ajusten a las necesidades del usuario) puede proveer mejores resultados que

usar una misma estrategia para todos los EA.
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Respecto a variantes que se pueden introducir al algoritmo descripto en la Seccién 6.3.2,
donde no se requiere que el valor de T sea exactamente 1.5 para el IQR ni 3 para las metodologias
basadas en la MAD y SD. Estos valores de tolerancia pueden modificarse para obtener umbrales mas
restrictivos o tolerantes, segiin se requiera mejorar el rendimiento de los algoritmos de deteccién.

Ademas, los limites pueden establecerse en base a la aplicacién. Por ejemplo, un usuario podria
preferir detectar alguna diferencia fija o porcentual entre el valor observado y el estimado que tenga
una interpretacién propia del drea de investigacion.

Otra estrategia posible es ordenar los residuos y EA segiin su distancia al valor nulo e identificar
un cierto porcentaje de datos que se encuentran mas alejados de dicho valor esperado.

Vale aclarar también que las detecciones pueden ser una referencia para el usuario, pero que
pueda utilizar su experiencia para identificar cuales de las detecciones son relevantes. En caso de
obtener demasiados falsos positivos, se puede concluir que el umbral fue demasiado tolerante y el
mismo se puede seleccionar con un criterio mas restrictivo. Mas aiin, si las detecciones consideradas
como falsos positivos comparten alguna caracteristica respecto de otras variables, puede llegar a
identificarse una variable de confusién, que pueda ser incluida para mejorar el modelo y la capacidad
de deteccién.

Por otro lado, muchas de las estrategias descriptas en la seccién 1.4.2, a pesar de haber sido
descartadas para su uso en las trayectorias de respuesta, pueden ser adaptadas para ser usadas para
los vectores y el contexto adecuado. Por ejemplo, los métodos basados en densidad de observaciones
o algoritmos de clustering pueden aplicarse a los vectores de residuos y/o a las columnas de la
matriz de EA por separado. Considerando que cada vector (o vector columna) es univariado, los
datos faltantes dejan de ser una limitacién ya que se aplican en un contexto unidimensional.

Ademas, se ha mencionado que la distancia de Mahalanobis aplicada a las trayectorias de
respuesta se ve afectada por los datos faltantes, ya que no hay una longitud determinada para
dichos vectores. Sin embargo, una vez que se tiene un MEM y se estiman sus coeficientes, se
puede obtener una matriz de covarianza individual para los residuos segin la ecuacién 6.8 (tienen
media nula) y puede aplicarse la distancia de Mahalanobis sin la necesidad de una media y una
matriz de covarianza comun a todos los individuos. Mas ain, alguna estimacién robusta de la matriz
de covarianza puede proveer aiin mejores resultados aunque debe pagarse un costo computacional
por dicha mejoria.

Respecto a las simulaciones, los mecanismos utilizados para generar los instantes de medicién
se obtuvieron utilizando variables aleatorias exponenciales. Sin embargo, la misma estrategia puede
utilizarse considerando otras variables aleatorias no negativas como la gamma, weibull o uniformes
de soporte positivo.

Ademas, para los mecanismos de remocién de datos detallados en la seccion 4.2 se utilizaron
sumas ponderadas en cada caso para asegurar que las probabilidades de remocién sean comparables
para distintos mecanismos. Sin embargo, estos pesos pueden alterarse o puede obtenerse una
funcién no necesariamente lineal de las variables de forma que la proporcién esperada de remocién
se mantenga idéntica en distintos mecanismos.

Por otro lado, el algoritmo puede mejorar su rendimiento agregando una segunda etapa a la

estimacién. En la versién actual, los parametros del modelo son estimados removiendo los datos
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faltantes. Pueden utilizarse estas estimaciones para reemplazar los datos faltantes, imputando un
valor que responda al modelo, en donde se reemplazan los parametros desconocidos por los valores
estimados. Una vez imputados estos datos, se puede volver a correr el algoritmo, y obtenerse
mejores resultados.

Por altimo, se ha mencionado que los métodos para abordar los datos faltantes descriptos en
la seccién 4.4 requieren hipétesis sobre el mecanismo de datos faltantes, y que por lo tanto, casi
nunca es aplicable a datos observacionales. Sin embargo, para los mecanismos simulados en la
seccién 4.2, el mecanismo es conocido y puede aplicarse alguna de las factorizaciones descriptas
para estimar con mayor precisién los parametros del modelo y en consecuencia, mejorar tanto los
residuos como las estimaciones de los EA. A partir de estas mejoras se puede evaluar el impacto
en cada algoritmo de deteccién y ver su dependencia de las factorizaciones correspondientes. Los

algoritmos mas robustos seran de mayor aplicabilidad a datos observacionales reales.

7.2. Conclusiones generales

En nuestro trabajo se desarrollaron algoritmos que permiten obtener nuevas caracteristicas a
partir de bases de datos aplicando ideas relativamente simples, pero con una fuerte base en lo
conceptual.

En un mundo en creciente automatizacién, tendemos a delegar las conclusiones a los algoritmos
y dejamos de lado nuestra capacidad analitica. Sin embargo, para que un resultado se obtenga de
forma automaética, deben realizarse concesiones respecto de las hipétesis y basarse en pardmetros
que resuman caracteristicas de los datos con el fin de obtener resultados inmediatos, dando lugar
a potenciales errores sistematicos y sesgos en los resultados. Por tanto remarcamos la importancia
de mantener siempre una mirada critica sobre los resultados y que los desarrollos tecnolégicos no
pasen a ser un reemplazo de nuestra capacidad de pensar e interpretar, sino como una herramienta
para asistir y complementar nuestras conclusiones.

En ambas propuestas es central el conocimiento previo sobre el fenémeno observado, ya que en
base a esto también se ve impactado el alcance de las conclusiones. Para el algoritmo desarrollado
en el capitulo 5, la estrategia es aplicable cuando el conocimiento previo es infimo o nulo, y se busca
encontrar algln indicio de asociacién que luego debe ser correctamente verificada. Por otro lado,
la propuesta del capitulo 6 requiere un conocimiento previo sobre el area de aplicacién suficiente
para poder plantear un MEM valido.

De todas formas, también concluimos que los célculos que requieren hipétesis distribucionales
muy precisas, pueden verse muy afectados en estudios observacionales en los que no se tiene control
sobre las posibles variables de confusién y los datos son tomados de forma retrospectiva. En la
practica es muy comin que los datos no sigan estructuras tan precisas y suelen describir valores
heterogéneos y en general, con datos faltantes que pueden introducir sesgos. En estos casos, se

debe utilizar algoritmos que posean una adaptabilidad minima para proveer resultados adecuados.
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