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Resumen

Esta tesis trata el problema de observacién de estados para sistemas Lipschitz
continuos. Los aportes se dividen esencialmente en dos ramas. En primer lugar se
elabora una extension para sistemas con controles de un observador para sistemas
auténomos presente en la literatura cuya cualidad es capturar la informacion del
sistema a través de la historia de sus mediciones utilizando mapas inyectivos. En
segundo lugar se elabora un observador alternativo de caracter general, que no parte
de trabajo previo, y que es aplicado a los casos auténomo, con controles a lazo abierto,

a sistemas conmutados y al problema de estabilizacién por realimentacién.
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Notaciones

]COO

KL

Conjunto de los ntimeros reales.

Conjunto de los nimeros reales mayores o iguales a cero.
Conjunto de los nimeros complejos.

Conjunto de los niimeros naturales.

Conjunto de enteros no negativos.

Conjunto de los vectores reales n-dimensionales.

Conjunto de las matrices complejas (o reales para R"*™) de n filas
y m columnas.

Norma Euclidea en R™.

Clase de subconjuntos compactos de A.

El cardinal de A.

El conjunto de todos los subconjuntos con elementos de A (power
set).

Conjunto de funciones continuas con dominio A.

Una funcién « : Ry — Rsg se dice de clase K (o € K) si es
continua, estrictamente creciente y «(0) = 0.

Una funcién a : Ry — R se dice de clase £ (o € £*) si es de
clase KL y no es acotada, i.e. satisface lim,_, | o, a(r) = +o0.

Una funcién f : R>g x Rs¢o — R se dice de clase KL si, para cada
nimero real s no negativo, la funcién r — [5(r,s) es de clase K
y, para cada ntimero real r estrictamente positivo, la funcién s —
B(r,s) es estrictamente decreciente y satisface lim,_, 1o B(r, s) = 0.

Es el producto interno usual.
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Dado un vector £ € R™:

€0 Refiere a la i-ésima coordenada de &.
T Refiere al vector ¢ transpuesto. Para una matriz A € C™™, AT ¢

C™*™ es la correspondiente matriz transpuesta.

€00 Norma del maximo: |¢|s = méx;<i<, |£D].
dist(§, A) Dado A C R", A # 0, dist(§, A) = inf{|{ — 2|,z € A}.
[A], Para cualquier v > 0, [A], := {z : dist(z, A) < ~}.

diam(A) Dado A C R” su didmetro diam(A) = sup{|z — y|w : =,y € A}.
B(¢,¢) Dado e >0, B(¢,e) ={x e R" : |z — {| < €}

Si x es un operador binario definido sobre algin conjunto X, y A y B son sub-

conjuntos de X, denotamos
AxB={axb:a€ B,be€ B}.

Cuando tratamos con funciones sobre conjuntos en algunos casos haremos el
siguiente abuso de notacién: e.g., el conjunto {1,2,3} # {2,3,1} v {1,2,2,3} #
{1,2, 3}, por lo tanto nos ocuparemos implicitamente del orden de los elementos del
conjunto como también de aquellos elementos que aparezcan repetidosﬂ

Dados F € cmp(RP) y una funcién localmente Lipschitz continua g : R? — RY
denotamos L} a su constante de Lipschitz y ||g||z a la norma del supremo de g sobre

E, e

lgllz = sup |g()].
zeFE

'Es decir que en rigor estamos considerando a los conjuntos como si fueran tuplas, pero por
simplicidad no se introducird nueva notacién ya que quedara claro del contexto.
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Capitulo 1

Introduccion General

En Teoria de Sistemas y Control muy frecuentemente se busca describir sistemas
dinamicos de la vida real con modelos matematicos. Estos modelos matematicos por
lo general describen la dinamica de dichos sistemas utilizando una representacién
en variables de estado. Para un instante de tiempo dado, una wariable de estado
representa toda la informacién que se necesita saber de dicho sistema para conocer
c6mo evolucionard al instante siguiente (en casos deterministicos en forma exacta y en
casos estocdsticos en forma probabilistica). Entonces conocer el valor de dicho estado

es de gran importancia fundamentalmente para aplicaciones de control.

Ya sea que el sistema sea de tiempo discreto o continuo, con estados finito o
infinito dimensionales, en la practica suele ocurrir que no se cuenta con el conocimiento
del estado completo. Debido a limitaciones en los sensores (por razones de costo,
tecnologicas, etc.) las sefiales medidas en forma directa no coinciden con las variables

de estado.

De tal manera, reconstruir las variables de estado (i.e., el problema de estimacién
u observacién de estados) a partir de informacién parcial suministrada por los sensores

es de gran importancia en la practica y constituye el eje central de esta tesis.

El problema de observacién o del diseno de un observador para un sistema dado
visto como la obtencién de informacion interna a partir de mediciones externas tam-
bién se puede extender a las aplicaciones de modelado (identificacion de pardmetros)
y de monitoreo (deteccion de fallas). Claro que, en rigor, en estos dltimos casos lo
que se “observa” o estima no son lo que habitualmente se considera como variables

de estado pues en el primer caso los parametros suelen ser constantes y en el segundo
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se trata de detectar perturbaciones externas que no se miden en forma directa. Las

aplicaciones descriptas en este parrafo no formaran parte del alcance de este trabajo.

En esta tesis trataremos el problema de observacion de estados para sistemas
descriptos por funciones localmente Lipschitz continuas. La estructura de la misma
estd dividida en dos partes esencialmente distintas: por un lado en el capitulo 3 se
realiza una extension de un observador conocido en la literatura, mientras que en
los capitulos subsiguientes se desarrolla un método alternativo que no parte de otros

previos.

En el capitulo 2 de este manuscrito, presentamos el problema de observacion de

estados y pasamos revista de los esquemas de observadores presentes en la literatura.

En el capitulo 3, se disena un observador que es una extension a sistemas con con-
troles a lazo abierto del observador de Kreisselmeier y Engel para sistemas Lipschitz
continuos auténomos ([33]), y que se basa en la construccién de mapas inyectivos que

relacionan mediciones con estados.

En el capitulo 4, se presenta un enfoque alternativo al problema de observacion
de estados que no parte de trabajo previo alguno. Se utiliza un algoritmo que genera
conjuntos de estimaciones y que se basa en suposiciones débiles sobre los sistemas
considerados. Este capitulo se concentra en los casos auténomos y con controles a

lazo abierto.

En el capitulo 5, se utiliza el método alternativo presentado en el capitulo anterior
para construir un observador para sistemas conmutados, en particular para el caso
de sistemas conmutados no-auténomos (que representa una extensiéon natural del
resultado del capitulo 4 para sistemas con controles a lazo abierto) y para sistemas

conmutados auténomos.

En el capitulo 6, se trata el problema de estabilizacién de un sistema con reali-
mentacion de salidas o, mas especificamente, con realimentacién de estados estimados
a partir de la salida del sistema utilizando el método alternativo de observacion de

estados presentado en el capitulo 3.
En el dltimo capitulo, damos las conclusiones a este manuscrito y discutimos
los alcances, limitaciones y posibles mejoras al método alternativo presentado en los

capitulos 4, 5 y 6.
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En todos los casos se presentan ejemplos con sus respectivas simulaciones numéri-

cas.






Capitulo 2

El Problema de Observacion de

Estados

Como mencionamos en el capitulo anterior el problema de observacién de estados
consiste en inferir a base de informacion parcial cual es el estado del sistema. Los
sensores producen mediciones que omiten y/o distorsionan parte de la informacién de
los estados. Esto hara que, en general, para cada valor de salida no exista un tnico
estado posible. Esta “no inversibilidad” hace que para poder observar o estimar los
estados haga falta considerar su evolucién en el tiempo. Otro aspecto importante a
tomar en cuenta serd el de la observabilidad. Esta es una propiedad que nos asegu-
rara que en las salidas del sistema a lo largo del tiempo hay informacién suficiente

como para reconstruir su estado.

Por otro lado resulta natural imaginar que el observador, para poder hacer esta
determinacion, debera contar con un modelo interno del sistema observado. Se ve
intuitivamente que para poder tener alguna medida de similaridad que relacione es-
tados con salidas, el observador mismo debera poder recrear dichas salidas. Poder
cuantificar esta “similaridad” entre las salidas producidas para estados arbitrarios y
la salida del sistema observado dependera de las hipdtesis que se hagan sobre dicho

sistema y dara una u otra posibilidad de construir un observador.

Sobre los modelos matemaéticos considerados podemos agregar que si bien estos
pueden ser de tiempo discreto o continuo, deterministicos o estocdsticos, finito o infi-
nito dimensionales, esta tesis concentrara su atencion a sistemas de tiempo continuo

con variable de estados de dimension finita.
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2.1. Modelos matematicos

Asumimos que en general los modelos de sistemas bajo consideracion tendran la
forma siguiente:
T = f(z,u
{ flx,u) 1)
y = h(z)

donde = denota el vector de estados que toma valores sobre una variedad conexa de
dimensién n, v denota el vector de entradas o controles que toma valores en algin
conjunto U C R™, e y denota el vector de salidas o mediciones que toma valores en
RP.

Las soluciones de la ecuacién diferencial en seran denotadas con x(t, tg, zo, u(t))
para algtin control v € U, la clase de funciones localmente esencialmente acotadas
y medibles que toman valores en U, y una condicién inicial x(tg, to, o, u(to)) = xq. Es-
taran definidas parat € Iy, 4, , donde Iy 4, ., s un intervalo de tiempo [to, timaz(to, To, u))
que en general dependera de las condiciones iniciales y la funcién de control. Cuan-
do t,.e = +00 se dice que el sistema es completo hacia adelante. Por simplicidad,
y cuando quede claro del contexto, nos referiremos a la solucién arriba mencionada
simplemente como z(t) y a la salida respectiva como y(t).

Las funciones f y h en general seran consideradas localmente Lipschitz continuas
con respecto a sus argumentos, es decir lo minimo que se puede pedir para que el
sistema tenga soluciones y que éstas sean unicas.

También podra darse el caso de que el sistema dependa en forma explicita del
tiempo, i.e. &(t) = f(t, (), u(t)).

Se reconocen en la practica varios casos particulares que surgen de suponer cierta
“estructura” matemadtica. Los mds conocidos son: sistemas control-afines (f(z,u) =
fo(x)+g(z)u), sistemas estado-afines (f(x,u) = A(u)z+B(u), h(z) = Cx (o C(u)z+
D(u))), sistemas lineales a tiempo variante (f(t,x,u) = A(t)x + B(t)u h(t,z,u) =
C(t)x+ D(t)u) y sistemas lineales a tiempo invariantes (f(z,u) = Az + Bu h(z,u) =
Cz 4+ Du). Para los distintos casos existen diferentes estrategias que aprovechan la

estructura del sistema en cuestion. Sin embargo nosotros discutiremos en esta tesis el



Entrada u Salida 'y

L Observador 4——|

Estimacion
X

Figura 2.1: Sistema y observador.

problema de observacion de estados sin suponer ninguna de las estructuras mencio-

nadas.

2.2. El problema de observacion

Si deseamos monitorear o actuar para controlar un sistema como el de la Ecuacion
(2.1)) entonces en general es necesario conocer el estado z(t) del mismo, mientras que
en la practica sélo se tiene acceso a u e y. Luego es necesario poder resolver el pro-

blema de observacion de estados que se puede formular como sigue (véase la Figura

2.1):

Dado un sistema descripto por (2.1), encuéntrese una es-

timacién z(t) del estado z(t) a partir del conocimiento de

u(s) e y(s) para s € [to,t].

Claramente este problema tiene sentido cuando no se puede invertir i con respecto

a x para ningun instante ¢.



El problema de observacion de estados puede ser pensado también como un proble-
ma inverso, ¢.e. dadas trayectorias en el espacio de salidas, determinar qué condicién
inicial genera a cada una de ellas. Para que esto pueda tener solucion tendra que haber
una relaciéon uno a uno entre estas trayectorias y los estados iniciales que condujeron
a ellas: ésta no es otra cosa que la propiedad de observabilidad.

Teniendo esto dltimo en mente es que se puede plantear un observador como un
problema de optimizacién buscando una condicién inicial ¢ que explique mejor a la
salida medida y sobre un intervalo de tiempo. Para poder manejar perturbaciones

esto se suele hacer por ejemplo minimizando una funcién de costo de horizonte movil

/t—T |h(z(s,t — T, & u(s))) —y(s)|*ds

donde, como conocemos la dinamica del sistema observado, podemos construir salidas
desde diferentes lugares (§) del espacio de estados para medir la “distancia” con la
salida real (y) y minimizarla hasta que idealmente se obtenga un costo nulo obteniendo
de esta manera el estado a tiempo ¢ (siempre que se verifique la correspondencia uno
a uno entre estados y salidas sobre una ventana de tiempo lo suficientemente grande).
Este método es ventajoso en que su formulacion es general pero sufre de problemas
como no-convexidad y falta de condiciones que garanticen la convergencia cuando
se trata de observar a sistemas no-lineales generales. Esto se vera en detalle en la
introduccion del capitulo 4, donde tomaremos como punto de partida la observacién
por optimizacion para derivar conceptualmente un método alternativo, que también
tiene una formulacién sistematica pero para el cual daremos condiciones suficientes
para la convergencia.

Por otro lado, en el espiritu fundacional del trabajo de Luenberger ([39, 40]), se
puede usar explicitamente la idea de realimentacién para estimar x(t). La idea en
estos observadores es lograr que una copia del sistema a observar siga la trayectoria
de este con correcciones introducidas por la diferencia de salidas que es donde reside

toda la informacion que disponemos del estado. Mas especificamente:

z(t) = f(2(t), ult)) + k(t, h(&(t) — y(1))

donde k(t,0) = 0 como es de esperar. Tal sistema auxiliar es lo que se suele conocer
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como el observador y es la forma méas comtun en la que se lo suele encontrar en la
literatura.
Con mayor generalidad y grado de libertad en el diseno se suele definir a un

observador como sigue:

Definicién 1 Un observador para el sistema ([2.1)) estd dado por el sistema auxiliar

Z(t) = F(t7z(t)7u(t)7y(t))
o(t) = H(t,2(t), u(t),y(t))

tal que se verifiquen condiciones de consistencia y convergencia, a saber:

(2.2)

1. &(to) = x(to) = &(t) = x(t), Vt>to
2. Z(t) — z(t)] = 0 cuando t — +oo0.

Si 2. se verifica para todo par (x(to), Z(to)) se dice que el observador es global.
También se caracteriza a la convergencia en exponencial, de tiempo finito o bien
asintotica, y si la velocidad de la convergencia se puede fijar arbitrariamente se dice
que el observador es sintonizable. Por otro lado si pretendemos observacion préctica se
puede relajar la ultima condicion para obtener convergencia a un error suficientemente

pequeno pero distinto de cero.

El observador que desarrollamos en el capitulo 3 es del tipo de (2.2)).

2.3. Condiciones para la existencia de una solucién

Como ya hemos dicho el problema de observacion de estados surge cuando la salida
del sistema sélo brinda informacion parcial para un instante de tiempo dado. Para
poder extraer la informacién total del estado del sistema partiendo de las mediciones
es necesario que se cumpla alguna condiciéon de observabilidad.

Una nocién de observabilidad que resulta intuitiva, y al mismo tiempo una de

las mas generales que se puede postular, se la debemos al trabajo fundamental de
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Hermann y Krener ([23]). Alli se considera que un par de estados es indistinguible
cuando produce salidas idénticas para cualquier control posible. De esta manera se
dice que un sistema es observable en D si no existen estados pertenecientes a D que
sean indistinguibles entre si. Esta nocion de observabilidad es casi[| la mas débil que
se puede requerir y volveremos a ella y/o a variantes de la misma en los diferentes
capitulos de la tesis donde formularemos una definicién més rigurosa de esta nocion.
De todas formas aprovechemos en este punto para capturar un poco mas la intuicién
de la misma. Claramente esta condicién de observabilidad es necesaria?l si se desea
poder reconstruir los estados, pero no necesariamente suficiente. La obtencién de con-
diciones suficientes para un modelo dado de observador es un asunto mas intrincado.
Segun sea el caso, puede ser suficiente que por ejemplo se elimine la posibilidad de que
existan controles singulares (aquellos que hacen que un par de estados sean indistin-
guibles aunque puedan ser observables aplicando otra funcién de control). Para otros
casos puede ocurrir que esto no sea suficiente y se necesite no sélo que no puedan
presentarse controles singulares para poder reconstruir en forma efectiva la variable
de estados, sino que también los controles que se aplican tengan una “persistencia”

adecuada. Sea por ejemplo el siguiente sistema ([6]):

) 0 wu
T = x, y=1[10]z
—u 0

para el cual una entrada definida como u(t) = 1 para t < t; y u(t) = 0 para t > t; es
claramente universalEL mas si ocurre una perturbacion después de t1, también queda
de manifiesto que x no podra ser reconstruido.

Solo para sistemas lineales (y para algunos sistemas no lineales para los cuales se

'La nocién més débil de observabilidad es aquella para la cuél sélo se exige que cada estado posea
un entorno que no contenga estados indistinguibles respecto de él. Claramente esta nocién no excluye
la posibilidad de que existan pares de estados indistinguibles siempre que no sean arbitrariamente
cercanos.

2Con “necesaria” nos referimos al caso en que se desee un observador sintonizable y/u obtener la
condicidn inicial mas que sélo una estimacion con error asintéticamente estable. Es decir, supongamos
que tenemos un sistema definido por 1 = x1, @2 = —3 e y = x1: el sistema claramente no es
observable, sin embargo se puede obtener una estimacién de (z1,x2) aunque no se pueda controlar
la velocidad a la cudl converge dicha estimacion ni cudl serd la condicién inicial de una parte del
estado del sistema (i.e., de 25). A un sistema de estas caracteristicas en la literatura se lo conoce
como detectable.

3Un control universal es un control que no es singular.
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puede aplicar linealizacién exacta) resulta evidente la equivalencia entre observabili-
dad y existencia del observador, hecho que resulta como corolario de la inversibilidad
de la matriz de observabilidad. Aunque vale la pena mencionarla, la discusion sobre la

equivalencia entre observabilidad y existencia de un observador excede ampliamente

el alcance de esta tesis.
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Capitulo 3

Observacion Mediante Mapas

Inyectivos

3.1. Introduccion

Si bien el propésito de este capitulo es proponer un observador para un sistema
Lipschitz continuo con controles, en primer lugar consideraremos a modo de intro-

duccién un sistema auténomo de la forma:

i

con x € R" y las funciones f y h localmente Lipschitzianas.

Como ya mencionaramos, un problema fundamental en Teoria de Control es la
reconstruccion del estado completo del sistema a partir de la medicion y que se efectiia
sobre el mismo.

Los resultados mas importantes en teoria de observadores son para clases de sis-
temas que cuentan con cierto grado de suavidad, i.e. son diferenciables una cierta
cantidad de veces. Inyeccién de salida, inmersiéon, transformaciones no lineales de
coordenadas, formas normales, y técnicas de alta ganancia son algunos de los méto-
dos més notorios (Véase, e.g. [46], 311, 20, 68, [7, 36} 211, [16] [19]).

No nos debe resultar extrano que en muchas de estas técnicas la suavidad sea de
importancia vital pues, en definitiva, en un sentido u otro estos métodos son herederos

de su contraparte para sistemas lineales (que son “infinitamente suaves”).

13
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Comparativamente, no existen tantos resultados ampliamente difundidos para sis-
temas no suaves(i.e. sistemas que son Lipschitz continuos pero no necesariamente
diferenciables en todo punto) a pesar de que éstos sean frecuentes en la practica.

Otro problema frecuente en sistemas que no son suaves, en especial cuando la
funcién de salida no lo es, suele presentarse cuando hay “zonas oscuras” en las medi-

ciones. Funciones de salida como:

h(m) _ xy, si €T > 0 (32)
0, en otro caso.

o bien otras que se puedan presentar en la practica y que tengan caracteristicas “de
saturacion”, hacen que las caracteristicas del proceso de observaciéon no pueda ser
en esencia local. En , si para alguna condicién inicial xy la primer coordenada
de la trayectoria x(t,ty, zo) recorre solo valores negativos para un dado intervalo de
tiempo, entonces no bastara con observar la salida durante todo dicho intervalo para
poder hacer una estimacién del estado completo del sistema.

Este ultimo punto, aunque no se limita a sistemas no suaves, por lo general suele
ser mas frecuente en éstos. La informacion (dada cierta condicién de observabilidad)
estara enteramente codificada en la senal de salida y, pero no necesariamente podra ser
extraida localmente: esta estard, en general, distribuida de manera desigual en el
tiempo.

En suma, esto hace que no sea esperable para este tipo de sistemas que los métodos
locales puedan funcionar en forma efectiva. Esto nos lleva naturalmente a pensar
en el problema considerando a las salidas del sistema sobre una ventana de tiempo
lo suficientemente grande. La idea es construir algin tipo de funcién, o mapa, que
considere la historia de las mediciones y en base a la misma pueda reconstruir los
estados.

En los trabajos [59] 44] 1l [45] se considera un enfoque de horizonte mdvil que
va en este sentido. En estos enfoques, también conocidos como observadores basados
en optimizacion, se almacenan las mediciones por un intervalo de tiempo (mévil) lo
suficientemente grande. El procedimiento esta directamente ligado a la observabilidad
ya que se distingue entre diferentes estados mediante la comparacion de sus respecti-

vas salidas en dicho intervalo de tiempo. Esto iltimo se realiza minimizando alguna
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funcién de costo apropiada que penaliza la lejania a la trayectoria correspondiente al
estado real del sistema. Este concepto de observador involucra una estructura infinito
dimensional que puede ser como mucho aproximada cuando se lo lleva a la practica.

En el trabajo de Kreisselmeier y Engel [33] se present6 un disefio diferente que
evita la etapa de minimizacién de los observadores basados en optimizacion, etapa que
ante la falta de suavidad y/o convexidad impone grandes dificultades, sobre todo a la
hora de enunciar resultados que aseguren la convergencia. Mas atn, la estructura del
observador propuesto en [33] es adecuada, como veremos, para proponer la extensién
de la misma a sistemas con controles (véase [I8], [I7]) como se desarrollard en este

capitulo.

3.1.1. El Observador de Kazantzis—Kravaris/Luenberger

En primer lugar, es interesante revisar el camino sugerido por Kazantzis y Kravaris
[31]. Es alli donde se presenta un método de observacién mediante mapas inyectivos,
dichos mapas son fundamentales en el trabajo de Kreisselmeier y Engel [33] del cual
partimos para extender dichos resultados a sistemas con controles.

Los trabajos de Kazantzis y Kravaris ([31]) asi como en la extensién a dicho trabajo
propuesta por Andrieu y Praly [3], son algunas de varias extensiones conocidas al

observador de Luenberger ([39]). Alli se sugieren observadores de la forma:

{ i = Az + B(y) 33)
T=T%(2)

siendo z una matriz compleja en C*? y donde la dimensién de y es p y £ es una
dimensién a definir. A es una matriz compleja en C** y, B y T* son funciones a
precisar. Se plantea entonces el problema de establecer condiciones sobre f y h de
manera tal que se pueda encontrar (A, B, ¢) para el cual existe un T* que garantice
la convergencia de z hacia x.

La idea que subyace en los resultados presentados en [31], caso para el cudl la
dimensién de z se limita a la de z (i.e., £ = n), consisten en elegir T* como la

aplicacion inversa de una funciéon 7' que resulta de resolver la ecuacion a derivadas
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parciales:

oT
(@) f(2) = AT(z) + B(h(x)) (3.4
contexto en el cudl basta con elegir la matriz A y la funcién B.

Si se puede encontrar una funcién 7' solucién de (3.4)) que sea un difeomorfismo

([31], 135, [34]), entonces el cambio de coordenadas:

x =T(x) (3.5)

permite reescribir al sistema ((3.1) como:

X =Ax + BT (1)) . y=h(T"'(x)) (3.6)

De esta manera tenemos que:

—_~—
z2—x=A(z—x) (3.7)
Tomando una matriz A Hurwitz, z converge exponencialmente hacia . El obser-
vador asi propuesto entonces permite reconstruir y = 7'(z).
M4s atin, si la funcién T* = T~! es uniformemente continua entonces & = T*(z2)

nos provee una estimacion que converge asintoticamente hacia:

r=T"(x) =T(T(x)). (3-8)

De esta tltima identidad (y para casos més generales, e.g. £ > n) se puede decir
que T debe ser inversible a izquierda, y por lo tanto inyectiva. Es por ello que en
general se precisa que ¢ > n.

Este enfoque basado en la construccion de tal 7™ inversible a izquierda ha motivado
la bisqueda de una solucién analitica a la ecuacion (3.4) (Véase [31], 35, 34] y [3]).

Mientras que en [31], 35, [34] se busca una solucién alrededor de un punto de
equilibrio del sistema, en el trabajo de Andrieu y Praly ([3]) se demuestra que de hecho
es suficiente con obtener una solucién débil de la ecuacién (3.4) que sea solamente

continua y uniformemente inyectiva para luego poder construir un observador de la
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forma E| Mas atn, se demuestra alli la existencia de dicha funcién para el caso
global bajo una hipotesis de completitud de las trayectorias hacia tiempo negativo.
Inclusive, también se demuestra alli la viabilidad bajo hipétesis de observabilidad y
con un ¢ > n + 1 de la propiedad de inyectividad de dicho mapa, esencial para la
reconstrucciéon de estados.

Sigue siendo un inconveniente el hecho de que para hallar 7" haya que resolver la
ecuacion a derivadas parciales . Este problema no esté presente en [33], pues como
veremos el observador (aunque intrinsecamente relacionado al de [31]) estd planteado

en otros términos.

3.1.2. El Observador de Kreisselmeier y Engel

Si expresamos 7' solucién de (3.4)) en su forma integral, tenemos que:

T(x(t,€)) = exp(ANT(E) + / exp(A(t — ) B(h(z(s,)ds  (3.9)

donde x(t,0, &) es una solucién de (3.1)) con condicién inicial £ € E C R™ para t = 0,
y tal que z(t,0,§) permanece en E para todo t € (Ig(f),lg(g))ﬂ Sacando exp(At)

como factor comun en (3.9) podemos despejar T'(¢), y obtenemos:

T(€) = exp(—ADT(F(1,€)) / exp(—As)B(h(i(s,€))ds,  (3.10)

para todo £ € Eyt € (I§+5(§),O)ﬂ donde  es solucién del sistema modificado

= 1g(z)f(x), siendo que 1g : R” — R es una funcién cualquiera C! que satisface:

1) 1 sivel (3.11)
x) = .
: 0 siz ¢ E+0

para algin nuimero real positivo d. Entonces, de la completitud en tiempo negativo

(i.e., I;(§) = —o0), mds el hecho de que A es Hurwitz, haciendo tender ¢ hacia —oo

'Dicha demostracién se apoya fuertemente en conceptos desarrollados en el trabajo de Kreissel-
meier y Engel ([33]).

2Este intervalo de tiempo es, por definicién, el mas grande sobre el que la solucién x(t,0, &)
estd definida tomando valores dentro de F.

SE+6={x1 €R": |rg — 21| < & con x5 € E}
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podemos decir que:

T(E) = / exp(—As) B(h(i(s, €)))ds (3.12)

—00
Es en esta ultima expresion que notamos una clara relacién entre lo propuesto
inicialmente por Kazantzis y Kravaris ([31]) y el trabajo de Kreisselmeier y Engel

([33]). En este tltimo, se tiene un observador para un sistema (3.1)f] de la forma:

{2:A2+by (3.13)

T =Q(z)
Aqui @, a la que se la denomina una inversa extendida, juega el papel de T™ para

con el mapeo q: E C R* — R%:

q(§) = /t exp(A(t — s))bh(x(s,t,£))ds (3.14)

—0o0

Se considera para (3.13) que (4,b), con A € R™¢ b € R! es un par controlable
y suficientemente estableﬂ para que la integral esté bien definida.

Como se vera luego, bajo ciertas condiciones que serdan recreadas para la extension
que nos proponemos realizar para sistemas con controles, y con un ¢ suficientemente
grande, ¢ serd un mapa inyectivo y por lo tanto cumplira con el propdsito que cum-
pliera T en trabajos previos. Mas ain, nétese que ¢ = Aq + by.Teniendo esto tultimo
en mente reformulemos el Teorema 1 de [33] con su respectiva demostracién con la

finalidad de mejorar la comprensién del asunto.

Teorema 2 Supongamos que A es suficientemente estable para que ¢ esté bien defi-

nida. Si
1. ¢: E — R’ es inyectivo;

2. Q : RY = R” satisface

4Con h : R™ — R, lo cudl no implica pérdida de generalidad.
5Con suficientemente estable nos referimos a que la parte real de los autovalores de A son “sufi-
cientemente negativos”.
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a) Qg(x)) =z, x € E;

b) Cualquier sucesién en (zy, r3) € Rfx E que satisface 2z, —q(x;,) — 0 implica

Q(zr) — x — 0 cuando k — +oo.

luego ([3.13)) representa un observador para (3.1]) en E.

Demostracion: Considere cualquier par (zp,79) € R® x E. De cémo fueron definidas
2y q es evidente que z(t) — q(z(t, to, zo)) satisface

—

(z—q) = Az —q),
con condicién inicial zg — q(xg) para t = tg. Si 29 = q(xg), luego z = q y, luego, T = z.
Si 2o # q(x0), luego z — g — 0 cuando t — +o0, y se sigue que £ —x = Q(z) —z — 0.
[ |

Para hacer mas evidente atn la relacion entre 7'y ¢ si cambiamos 7 = s — t se

tiene

q(§) ::/ exp(—A7)bh(z(7,0,&))dr (3.15)

—00

Esta es practicamente la misma expresion que obtenida por Andrieu y Praly
en [3], con la diferencia de que aqui B(-) es una funcién lineal constante (i.e., multipli-
car por b) y se expresa en funcién de la solucién en x en lugar de Z. La utilizacion de &
en [3] responde a la necesidad de que la solucién sea completa en tiempo negativo de
manera que la integral esté bien definida. En [33], y en la extension que propondremos
en este capitulo, se asegura que esté bien definida de la siguiente manera: se
supone que las salidas h(z(7,0,£)) con 7 € (—o0, 0] sean exponencialmente acotadad?]
Esto 1ltimo sumado al hecho de que se elige A “suficientemente estable” se desprende
que la integral es convergente para cada & de algin conjunto de interés.

Por otro lado, en [33] se interpreta a cada una de las £ componentes del vector ¢(§)

como al coeficiente de la descomposicién de la historia de las salidas 7 — h(z(7,0,¢))

6Es decir, existe una constante a > 0 tal que h(z(7,0,£))e®” es una funcién acotada para todo
T € (—00,0].
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en tiempo negativo sobre una base de funciones del tiempo. Notese que podemos

escribir

q(§) = {exp(A7)b, h(x(7,0,€))) (_oo 0] (3.16)

adonde (-, -); es el producto interno entre funciones £, (siendo £, la clase de funciones
modulo cuadrado integrables) sobre el intervalo de tiempo I, y donde para vectores
1, v de funciones Lo, <17, VT> representa la matriz con entradas (n;, v;).

Claramente, expresar al mapa ¢(£) de la forma (3.16) nos da una interpretacion
geométrica del mismo: este representa la “proyecciéon” de la historia de mediciones
para cada £ sobre una combinacion lineal (por medio de b) de una base de funciones
solucion de 2 = Az. El punto fundamental sera, como ya mencionamos, que ¢ sea un
mapa inyectivo para poder extraer el estado mediante una inversa a izquierdas. Para
esto ultimo, si se dan condiciones apropiadas de observabilidad sobre las mediciones
del sistema y, bastard con que ezista una eleccion de (A, b)|Z| de manera que el “espec-
tro” de la base de funciones a la que nos referimos capte toda la informacion de la
historia de mediciones para cada condicion inicial para que luego este proceso pueda
ser invertido obteniendo asi una estimacién del estado real del sistema.

A esta ultima propiedad, i.e. a la capacidad del sistema lineal Z = Az + by de
dimension finita ¢ de captar en su “espectro” toda la informacién esencial de las
salidas de (3.1), y por lo tanto permitir “recrear” dicho sistema observado mediante
un sistema lineal, se la conoce como complejidad finita y jugard un rol fundamental
en lo que sigue.

Estamos en condiciones de formular la extensién al método de Kreisselmeier y
Engel para una clase de sistemas con controles no suaves. Este objetivo sera alcanzado
mediante la generalizacién de dicho enfoque a una familia finita parametrizada de
sistemas no suaves. Bajo la hipotesis de que para una discretizacion apropiada de
los valores de la senal de control, la familia de sistemas parametrizados por controles
constantes resulta observable y de complejidad finita, obtenemos un observador que
se puede establecer en forma candnica mediante la seleccion de un tnico parametro

suficientemente grande: la dimensién del observador. La construccion del observador

"que implica a su vez un nimero /¢ lo suficientemente grande
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se completard mediante la contruccion de una familia de mapas inversos parciales que
actuaran sobre la variable de estado del observador segin el valor presente del control

aplicado sobre el sistema observado.

3.2. Formulacién del Problema

Consideraremos sistemas no lineales de la forma:

{56 = fl@w (3.17)

y = h(z)

donde x es la variable de estados que toma valores en R", y u e y son la entrada o
control y la salida respectivamente y ambas toman valores sobre R. Denotaremos con
x(-,7,& u(+)) una dada trayectoria del sistema correspondiente a la entrada u
que verifica x(7) = € R" y con y(-, 7, &, u(-)) = h(z(-,7,&,u(-))) su respectiva salida.
En este capitulo se considera que las entradas son funciones u : I — U que pertenecen
a la clase de funciones continuas a tramos por la derecha a la que denotamos U, donde
I C R es un intervalo de tiempo determinado y U € cmp(R) el espacio de valores de
control. Denotaremos v € U; cuando deseemos explicitar el intervalo I sobre el que
estan definidos los controles de la familia a la que u pertenece.

Mas atn, supondremos que existe un conjunto cerrado, pero no necesariamente
acotado, ¥ C R™ donde evolucionan las variables de estado, i.e., es invariante con
respecto a (dados £ € Eyuel, z(t,7,&,u(t)) € E para todo t € R).

En adelante, supondremos lo siguiente:

Hipotesis 3 Existen nimeros positivos Ly y Ly, tales que las funciones f y h verifican

para todo &£,& € F y todo v,/ € U

[f(&v) = (V)] < Le(l€ =&+ v =) (3.18)
[7(§) — h(&)] Lnlg = ¢'l. (3.19)

IA
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Podemos decir en forma genérica que nuestro propésito es disenar un sistema (el

observador)

{ 2 =g(z,y,u), (3.20)

T=Q(z,u)
con z € R, entradas y y u del sistema (3.17)) y salida Z, cuya finalidad es estimar el
estado z del sistema (3.17)).

Para no generar confusiones con respecto a lo que entendemos por estimar el estado
del sistema, debemos definir de manera precisa lo que entendemos por un observador

del mismo:

Definicién 4 Dados niimeros positivos Ty €, decimos que el sistema ([3.20]) es un £ —
T-observador tiempo-finito si sus soluciones z(-, 7, (, u) estan definidas sobre |7, 7+ T

y verifican:

1. Consistencia Dados £ € E'y u € U, si ¢ es tal que & = Q((, u), entonces

x(t, 7, & u(t)) = z(t, 7, ¢ u(t), Vterr+T].

2. Convergencia Para cualquier ¢ € R, u € U tal que Q(¢,u) € E y para cualquier
¢ € E, existe un ntimero positivo T}, que puede hacerse arbitrariamente pequeno

y es tal que

lx(t,7,&,u) — 2(t, 7, ,u)| <e Vte [t +T,, 7+ T].

La posibilidad de construir dicho observador dependera fuertemente de que se
cumpla alguna propiedad de observabilidad sobre el sistema observado. Luego, de
dicha propiedad también surgira la posibilidad de construir mapas inyectivos que nos

permitan elaborar la observacién de estados segtin fuera delineado en la introduccion.
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3.3. Observabilidad y Mapas Inyectivos

3.3.1. Observabilidad

Como fue establecido en la Introduccién de este capitulo, nuestro propdsito es ge-
neralizar el observador propuesto en [33]. En dicho trabajo se presenta una instancia
del observador que es de convergencia en tiempo finito. Es este caso el que genera-
lizaremos ya que como conmutaremos entre sistemas de una familia paramétrica de
sistemas es necesario asegurar convergencia practica entre conmutaciones. Como ya
vimos, el observador de Kreisselmeier y Engel se basa en un concepto de observabili-
dad relacionado con el mapa de salida de un sistema autéonomo, esto sera generalizado
a otro observador también de tiempo-finito para un sistema con controles.

Por tales motivos, se sigue naturalmente que debemos considerar un concepto
de observabilidad relacionado con mapas entrada—salida. Consideremos entonces un
T > 0 fijo, y para cada v € Uy cada £ € F, sea y,(1,§) = y(7,0,&,v), 7 € [-T,0] la

salida del sistema vista hacia atrds cuando se aplica el control constante v.

Definicion 5 Sea Ay, (7,¢,&) =y, (7, &) —y,(7,&'). El sistema (3.17)) es tiempo-finito

observable si existe ar € K tal que

1Ay, (-, & &l -r0) > ar(|€ =€), (3.21)
para cada &,£ € E'y cada v € U.

Noétese que la observabilidad tiempo-finito caracteriza las variaciones Ay, (7, &, &)

con respecto a la distancia | — £'|.

Observacién 6 Si E es un compacto, la observabilidad en este sentido solo requiere
que para todo v € U, Ay, (-,£,&") # 0 para todo £ # ¢ € E.
De hecho, sea d = diam(FE). Debido a (3.18])-(3.19) v, (7, &) es continuo en (&, v),

y por lo tanto podemos tomar un ay € K definido por

min ‘|Ayy('>€7£/)“[—T70]'

(s) = >
arls) = —
r d |e-¢'|>s,veU



24

En el caso de que esta ultima propiedad de observabilidad se verifique para todo

T > 0 tenemos la siguiente:

Definicién 7 Decimos que el sistema (3.17)) es fuertemente tiempo-finito observable
si para cada T > 0 existe un ar como en la Definicién |5 tal que se verifica (3.21]).

Para sistemas no-lineales generales, esta propiedad de observabilidad es dificil de
verificar, ya que la observabilidad lidia con la distinguibilidad de las soluciones a la
salida sobre (—oo, ], en vez de ser considerada sobre intervalos arbitrariamente pe-
quenos. En estos tltimos casos la observabilidad suele ser evaluada mediante técnicas
suaves (locales), casos para los cuales se cuenta con herramientas del calculo que
hacen de esta verificacién una tarea mas simple.

Se puede demostrar facilmente que si el sistema es uniformemente observable en

el sentido de Gauthier (ver [40]), entonces es fuertemente tiempo-finito observable.

3.3.2. Mapas Inyectivos

Siguiendo los bases sentadas por el enfoque de Kreisselmeier y Engel ([33]), para

cada T > 0 y cada v € U definimos un mapa de observacion de la siguiente manera:

t
%xo—/ A (5,1, €, v)ds (3.22)
t—T

donde el par (A,,b,) es controlable, A, € R»*% b, € R% v A, es una matriz diagonal
y Hurwitz con autovalores dados, y |b,]s < 1.

El mapa gr,, : E — R" asigna a cada £ € F un punto qr,(¢) € R mediante la
trayectoria de salida y(s,t,£,v), s < t del sistema .

Luego podemos considerar que para cada v € U un sistema auténomo definido

por
T = fu(m)
3.23
{ = h(x), &2
con f,(+) = f(-,v).



25

Si seguimos los lineamientos de Kreisselmeier y Engel ([33]), establecemos un

observador para el sistema (3.23))

Z = Az+by(-,7,&v)
nt) = z(t)—eMTz(t—T) (3.24)
T = QT,V(T])

definido para t > 7, con condiciones iniciales z(t) = 2¢(t),t € [t — T, 7] y con Qr,, :
R» — R", que idealmente satisface Qr,(qr,(€)) = £ para todo & € E, y es una
inversa extendida de qr .

Tenemos el siguiente resultado cuya demostracién (similar a aquella del Teorema

5 en [33]) incluimos a continuacién

Teorema 8 Supongamos que
1. gr, : E — R% es inyectivo;
2. Qr, : R — R" satisface Qr.(qr,(§)) = € para todo £ € E.

Entonces, el sistema ((3.24)) es un observador tiempo-finito para el sistema (3.23)), cuyo
estado estimado converge al estado real en tiempo finito 7', i.e. si z(¢,7,&,v) es una

trayectoria del sistema (3.23)), entonces #(t) — z(¢,7,£,v) = 0 para todo t > 7+ T.

Demostracion: Denotemos z(s) = x(s, 7,§,v) y

t
qy(g):/ eA”(t’s)byy(s,t,g,z/)ds.

—0o0

Luego, para cualquier ¢t > 7+ T, qr.,(z(t)) = ¢, (z(t)) — eMTq, (x(t = T)) y

d

120 = 0 (2()] = Afe(t) — g (2 ()]

y dado que n(t) = gr.(z(t)) + [2(t) — @ (x(t)] — eT[2(t = T) — qro(a(t — T))],
concluimos que n(t) = qr,(x(t)) v 2(t) = z(t) para todot > 7+ 1. 1
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Para poder establecer la existencia de un observador tiempo-finito para el sistema,
nos resta fijar condiciones bajo las cuales se cumplen las hipétesis del Teoremalgl Con

tal propdésito, introducimos la siguiente

Definicién 9 Dados T' > 0 y v € U, decimos que el mapa de observaciéon qr, es

uniformemente inyectivo si existe f € K tal que

a7 (§) = ar.(§)] = B(IE =€)

para todo £,&' € E.

La siguiente propiedad caracteriza las variaciones Ay, (7, &, &) como funciones del

tiempo 7.

Definicién 10 Dado T > 0, el sistema (3.17)) se dice de complejidad finita tiempo-
finito en E si existe un ntiimero finito de funciones continuas a tramos {¢;(7), -+, &/(7) }
tales que para algiun 0 > 0

l

Z (0, Ay (-, &, €N o) = 0l Ay (- & E =109 (3.25)

=1

para todo £, € F y todo v € U.

Definicién 11 Decimos que el sistema (3.17)) es fuertemente de complejidad finita
tiempo-finito, si para cada T > 0 existe un § como en la Definicion [10| tal que (3.25))

se cumple.

Observacion 12 Las propiedades de complejidad finita tiempo-finito y de observabi-

lidad tiempo-finito aseguran la existencia de un par controlable (A,,b,), lo cual hace
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al mapa de observacion ¢r, uniformemente inyectivo en £ (véase el Teorema [13| aba-

jo).

Por otro lado, la inyectividad uniforme del mapa ¢r, garantiza la existencia de

una inversa extendida ()7, para este mapa (Corolario .

Nos encontramos entonces, en posicién de poder establecer el siguiente resultado

Teorema 13 Sean 7' > 0y v € U. Si el sistema (3.17)) es observable tiempo-finito
y de complejidad finita tiempo-finito, entonces existen ¢, € N y un par controlable
(A,,b,) con A, € R¥*% Hurwitz, la cual puede ser tomada en forma diagonal y con

autovalores prescritos, y b, € R% con |b, |, < 1, tal que el mapa de observacién gz,

dado por (3.22)) es uniformemente inyectivo en E.

Demostracion: Surge, con modificaciones menores, siguiendo las lineas de la demos-

traciéon del Teorema 2 en [33]. B

Observacién 14 De la Definicién |10 se deduce facilmente que si ¢r, es uniforme-
mente inyectivo para algin valor de la dimensién /,,, lo serd también para todo entero

mayor a /,. Este hecho serd fundamental en lo que sigue.

Del Lema 4 en [33], especificamente

Lema 15 [33] Si ¢ es uniformemente inyectivo en E, entonces existe una inversa

extendida Q.

y el Teorema [I3] obtenemos el siguiente resultado

Corolario 16 Sea T > 0y v € U. Si el sistema (3.17)) es observable tiempo-finito y
de complejidad finita tiempo-finito, luego existe una inversa extendida ()7, para gr,,.

Maés atn, Qr,(n) es continuo en (n,T).
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Como consecuencia de este dltimo resultado y del Teorema [§, se verifica lo que

enunciamos a continuacion.

Teorema 17 SeaT > 0y v € U. Si el sistema (3.17)) es observable tiempo-finito y de
complejidad finita tiempo-finito, entonces el sistema es un observador tiempo-
finito para el sistema , cuya estimacion del estado converge al estado real en
tiempo finito 7', i.e. si z(t,7,&,v) es una trayectoria del sistema , entonces
Z(t) —x(t,7,&,v) = 0 para todo t > 7+ T.

Para poder asegurar algiin tipo de regularidad en el comportamiento de las inver-
sas extendidas, sea A = {\;,7 € N} una (de ahora en maés fija) sucesion estrictamente
decreciente de ntimeros reales negativos, y considérese que @Q7,(n) es una inversa
extendida, cuando los autovalores de A, son los primeros ¢, elementos de A. Si deno-

tamos para cualquier t > 0, Q*(t,n) = Q{fy(n), podemos introducir la siguiente

Definicién 18 w?7(r) dada por
wpt(r) = sup sup |Qy(t,m) — Qu(t. )|
t€[0,T] In—n'fec<r

es un modulo de continuidad para Q2 .

Observacién 19 Obsérvese que en el caso en que F es un conjunto compacto, w7 ()

es uniformemente continua.

Sea ahora el conjunto Ay C A dado por: Ay = { Mg, Apy1,--- } para cada k € N, y

considérese la siguiente

Hipétesis 20 Para cada T > 0 y cada v € U existe una w! € K tal que w7 (r) <

v —

wl(r) para todo r > 0y todo k € N.
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Observacion 21 La Hipotesis establece un cierto tipo de suavidad en el com-
portamiento de la inversa extendida, considerada como una funcion de la variable
discreta /¢, y refleja el hecho de que esta dimensién no aumenta cuando reemplaza-
mos los primeros autovalores de la sucesion en la determinacién del par controlable.
Para sistemas lineales observables (que son de complejidad finita, véase [33]), este
tipo de comportamiento es sugerido por la existencia de observadores basados en el

Grammiano de observabilidad (véase [55]).

En este punto nos encontramos en posicién de establecer el resultado principal de

este capitulo (véase [17]):

Teorema 22 Sean los nimeros positivos 17" y €, y supongamos que el sistema ((3.17)
es fuertemente tiempo-finito observable y fuertemente de complejidad finita tiempo-

finito. Més atin, supongamos que se cumple la Hipdtesis R0} Luego, existe un & — 1"

observador para ((3.17)).

En lo que sigue obtenemos una serie de resultados que seran utilizados en la
demostracion de este Teorema.

Sea I = [a,b] un intervalo finito cualquiera. Decimos que un conjunto finito de
nimeros reales II(I) = {ty = a < t; < --- < tx = b} es un conjunto de muestreo para
I. Decimos que es un conjunto de muestreo reqular de norma p cuando t; 4 — t; =
i > 0, Vi. Finalmente, denotamos con II(I, i) al conjunto de muestreo regular de I
de norma .

Sea g > 0, I' un intervalo compacto y U* C U. Para II(!",p/) = {to < t; < --- <
tn}, denotamos con PC[II(I’, '), U*] a la familia de funciones o : I’ — U* constantes

a tramos y continuas desde la derecha tales que o(t) = o(t]), t € [t;, tir1), 0 < i < N.

Proposicién 23 Sean numeros positivos ¢’ y T”. Supongamos que U C I = [a,b] y

sea I' = [0,T" ]|§| Luego existe p > 0 tal que para cualquier v € Uy existen p, > 0y

8Para que no haya confusién remarcamos que aqui I se refiere a un intervalo en el espacio donde
toma valores la variable de control u, mientras que I’ es un intervalo para la variable ¢ del tiempo.
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o4 € PCII(I', p), 1I(I, )] tales que

T/
/ lu(t) — og(t)|dt < €.
0
Demostracion: Como u es una funciéon continua a tramos, entonces existen p,, y

o € PCIII(I', u,), U] tales que

T’ !
/ lu(t) — o(t)|dt < —=.
0 2
Sea p tal que puT" < €'/2 y sea o4 € PC[II(I', p,), (I, )] definido como o4(t) = u; si

u; < o(t) < uiyq, donde u;, u;q € II(1, ). Se concluye facilmente que

/

r g
| oty = atoiar < 5.

y, en consecuencia, se verifica la tesis. i

Proposiciéon 24 Sean los niimeros positivos € y T”, y considérense I e I’ como en
la Proposicién 23] Entonces existe p > 0 tal que si z(-,0,&, u(-)) es la solucién de
correspondiente a £ € E' y u € Uy, entonces existe o4 € PCII(I, py,), II(1, )]
con p, > 0 tal que la solucién x4(-,0,&, 04(-)) de verifica |z(7,0,&, u(T)) —
24(71,0,&,04(7))| < € para todo 7 € I'.

Demostracion: Denotemos x(7) = x(7,0,&,u(7)) v x4(1) = x4(7,0,&, 04(T)) para el
aun desconocido control o;. Entonces
|(7) — xa(7)|

<
/Or |f(z(s),u(s)) — f(za(s),0a(s))|ds <
Ly /OT |z(s) — z4(s)|ds + Lf/0 lu(s) — aqls)|ds.

Elijase ¢’ tal que L&’ exp(LfT") < €,y 1, ftu ¥ 04 cOmMO en la Proposicién Entonces
olr) = 2a(r) < Ly [ Ja(s) = wals)lds + Ly’
0
y por la desigualdad de Gronwall,

|2(7) — 24(T)| < Lyee™™ < e.
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3.4. El Observador

De aqui en adelante supondremos que € > 0y 77 > 0 estdn fijas. Sea u co-
mo en la Proposicién [24] correspondiente a €/2 y 17, y supongamos que II(/, u) =
{uy,ug, ..., up}. Supongamos ahora que queremos estimar una trayectoria x(t, 0, &, u(t))
de correspondiente a u € Uy basandonos en el conocimiento de u y de la
salida y(t,0,&, u(t)). Sea entonces p, como en la Proposicién 24 y TI(I', u,) = {0 =
to <ty <--- <ty =T} Tomemos T = p, y definamos w’ : [0, +00) — [0, +00)

co1mo

T T
= > .
w (r) 1r<r’1€a<>§4wUk(7"), r>0

Consideremos § > 0 tal que w” () < £/2, y sea k* el primer niimero entero tal que
| A
mos para cada k, qr,, de como g, Ay, v by,, como Ay y by respectivamente,
QTuk Qry b = Ly,

Tenemos luego, para el Teorema [22] la siguiente

> 4e/(dLy). Armemos ahora la subsucesién de autovalores A* = Ay« y denote-

Demostracion:

El observador propuesto es el siguiente algoritmo

» Para cada k determinese ¢, A, b, tales que existan un mapa uniformemente
inyectivo g y su inversa extendida (). Dicha existencia esta garantizada por el

Teorema [13] y el Corolario [L6]

s Sean (» = max{l;}, A = Ap y b = bg~. Ahora determinese para el par fijo
(A,b), gr y Qk para 1 < k < M. De acuerdo con la Observacién [14] Qy es, para

cada k, la inversa extendida del mapa uniformemente inyectivo g.
» Definase Q(-,u) como Q(-,u(t)) = Qr(+) st up < ultj) < upyr yt; <t <tj

= Apliquese el estimador
it) = Az(t) +by(t 0,&,u(t))
nt) = 2(t)—eAT(t 1) (3.26)
B(t) = Q(n(t),U( ))

con condicién inicial z(t) = zy(t — 7,0 <
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Para demostrar la convergencia, considérese el estimador

Za(t) = Azg(t) + bya(t,0,&, 04(t))
na(t) = z4(t) —eATzy(t —T) (3.27)
Ta(t) = Qna(t),0a(t))
con Q(-,04) definido como arriba, con condicién inicial z4(t) = zo(t —7),0 <t < T,
y con yu(t, 0, 04(t)) = h(za(t,0,€,04(t))). De acuerdo al Teorema [§ #4(t) = zq(t)
para todo t € [T, 1"].
No resulta dificil demostrar que para todo t € [0,7"],

€ )
_ < _ - 2
|2(t) — 24(t) |00 < 1L < 5

para todo t € [0,7"]. Se sigue que pa-

y en consecuencia que |n(t) — n4(t)]ec < 6
t(t), u(t)) — Q(zq(t),04(t))] < wh(d) < £/2. En

ra aquellos ¢, |Z(t) — Zq4(t)| = |Q(&(t)

consecuencia, para todo t € [T,T"],
(t) — &(8)| < |w(t) — Za(t)| + |Zalt) — 2(1)] <e,

y el Teorema queda entonces demostrado. B

Observacion 25 Para disenar el observador propuesto debemos poder computar
para cada punto uy en la particién prescrita de U los mapas inyectivos gx(-) y las
inversas extendidas Q. Como fuera aclarado en [33], esto puede ser realizado con una

precision finita arbitraria, mediante el uso del siguiente mapa de inversién aproximada

- fE gwk(‘ga 7, §>d€

Q) = (em €& (3.28)
wnle,m,€) = ! (3.29)
RIS = e I = a©))m? '

donde € es elegido para alcanzar una precision suficientemente alta del observador.
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3.5. Ejemplo Numérico

Con el propdsito de exhibir cémo funciona el observador propuesto, consideramos

el siguiente sistema Lipschitz continuo no-auténomo.

.i'l = TU
Ty = —T1U (3.30)
y = hx)

para

1, sixy >0
h(z) = 1 1
0, en otro caso.

y donde wu(t) es una funcién rampa que va desde 10 a 20 en 5 segundos y luego
desciende nuevamente hacia 10 en un intervalo de tiempo igualmente largo.

Consideramos al sistema anterior como a uno de interés practico pues modela
el comportamiento de una clase amplia de dispositivos de la vida real, aquellos que
consisten en un oscilador controlado por voltaje seguido por una no-linealidad (en
este caso representada por la funcién de salida h(-), un rectificador de media-onda
tipico).

Ya que para cada v € U = [10,20] el sistema es lineal tiempo invariante, no es
dificil verificar que las hipétesis del Corolario I de [33] se cumplen en casi todo punto.
En consecuencia, las propiedades de observabilidad fuerte tiempo-finito y complejidad
fuerte tiempo-finito se verifican.

Los parametros que hemos tomado para el observador son 7" = 10, ¢ = 0,05
y A ={-0,01,-0,05,-0,1,-0,5, -1, —1,5, -2, —4, —8, —16}. La norma de particién
paraUes u =1,y T = 0,5. Mediante simulaciones, se encontré que ¢« = 10 nos per-
mitié determinar los mapas aproximados de inversién - , implementados

como

Zf—il zi/le + |qr(x:) — &)
Sy 1 [e + lar (i) — €]

Qi(§) = , (3.31)
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Figura 3.1: z; vs. 1 en funcién del tiempo.

con € = 0,06y {z; : i = 1,...,N} (N = 25600), el producto cartesiano de las
particiones de norma 0,0125 de ambas componentes de F = [—1,1] x [—1, 1], con un

error |Qr(qr(7;)) — 25] < 2-1073 para cada k y cada i.

Las Figuras [3.1H3.3| muestran los resultados de las simulaciones, para las condi-

ciones iniciales z1(0) =1y 22(0) =0y z(t —0,5) =0,2,1 <i <10, 0 <t <0,5.

Las Figuras 3.1 muestran las variables de estado x; y x5 respecto de sus
estimaciones Z; y %2, mientras que la Figura muestra la salida y = h(z) y las
Figuras muestran los respectivos errores de estimacion para x; y x2. Como
puede observarse, el observador se desempena dentro de las especificaciones dadas
aproximadamente desde ¢ = 0,5 en adelante. Sin embargo, el perfil de error en “estado
de régimen” exhibe picos de amplitud acotada por 0,2. Esto ocurre debido a las
transiciones de mapa inverso que coinciden con los eventos de conmutacion de valor
de control. Este efecto puede ser reducido a expensas de un esfuerzo computacional

mas grande que derivaria de una mayor refinacién del mallado de controles y por

tomar un 7' mas pequeno.
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error (xl)

error (xz)
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Figura 3.4: Error de estimacion para .
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Figura 3.5: Error de estimacion para xs.
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3.6. Conclusiones

En este capitulo hemos presentado un observador para sistemas Lipschitz conti-
nuos de una entrada y una salida (aunque puedan ser extendidos facilmente al caso
de multiples entradas y multiples salidas), que alcanza una precision finita arbitraria
en la estimacién. El modelo de observador estd basado en un diseno existente para
sistemas auténomos y se aplica a una clase bastante amplia de controles (aquellos que
son continuos a tramos por la derecha). El comportamiento del observador ha sido

exhibido con un ejemplo numérico.
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Capitulo 4

Método Alternativo — Sistemas a

Lazo Abierto

4.1. Introduccion

Nos proponemos en este capitulo retomar el problema de observacién de estados para

sistemas (inicialmente) descriptos por:

{rore

donde, para t > g, z(t) € R" es el estado, y(t) € RP es la salida. Dada una z, € R”
denotamos con z(t,ty, o) a la (inica) soluciéon de & = f(z) con condicién inicial
x(to, to, o) = xo. Para simplificar la notacién y, cuando quede claro del contexto,
x(t) = x(t, to, wo) y y(t) = h(x(t)).

El punto central de la cuestién sigue siendo que la tinica hipotesis “estructural”
sobre es que las funciones f : R — R" y h : R®™ — RP son funciones localmente
Lipschitz continuas.

Si bien el propésito es desarrollar un un método alternativo, como fuera presentado
en [24] 26] para el caso auténomo y en [25] para el caso con controles a lazo abierto,
cuyo objetivo es el de dar solucion al problema en cuestion, a modo de introduccién
pasaremos revista de los conceptos que llevaron a considerar este método alternativo
como opcién.

Existen en la literatura numerosas aproximaciones al problema de observacién

39
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de estados para sistemas como donde f y h son funciones no-lineales con algin
“ogrado de arbitrariedad”. Sin embargo, es necesario imponer condiciones fuertes sobre
ellas para, por ejemplo, llevar el sistema a una forma normal, o bien, conocer una
funcién de Lyapunov apropiada (con las dificultades bien conocidas de dichos casos).

En [59] se propone un enfoque diferente al problema. La observacién de estados se
lleva a cabo mediante la minimizacién on-line de una funcién de costo de “horizonte
movil”. Esta técnica promete numerosas ventajas sobre las utilizadas anteriormente,
en cuanto a que no precisa de ciertas hipotesis fuertes sobre la estructura del sistema,
pero presenta algunas dificultades para poder determinar las condiciones necesarias
para resolver el problema como contrapartida a la generalidad que ofrece el enfoque.

Veamos entonces en qué consisten dichos enfoques.

4.1.1. Observacién por Optimizacién

Tanto en [59] como en [45] [44] [T], la aproximacién al problema es similar y ésta se
desprende naturalmente de la definicién general de observabilidad (véase [23]), que

para sistemas auténomos como (4.1)) se puede enunciar de la siguiente manera:

Definicién 26 Elsistema (4.1)) es observable en xy si no existe xj, € R™ alguno tal que
el par (g, () sea indistinguible. Se dice que el sistema es observable (respectivamente,
observable sobre EC R™) si es observable en g, para cada xy € R™ (respectivamente,

si reemplazamos R"™ por E).

donde la indistinguibilidad es una relacion entre estados que se define como

Definicién 27 Un par de estados (zg, ;) € R™ x R” se dice indistinguible para el

sistema (4.1]) si para todo t > to, h(x(t,t0,z0)) = h(z(t, to, z()).

En esta aproximacién al problema se explota el hecho de que una diferencia en las
condiciones iniciales del sistema observado se traduzca en una diferencia “medible”
en las salidas del mismo para dichas condiciones iniciales y sobre alguna ventana de

tiempo de observacion suficientemente grande.
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Mas especificamente, se suele definir una funciéon de costo del estilo:

T(t€) = /t W2, 1,€)) — h(x(s, £, 2(t, to, 7)) 2ds (4.2)

donde J : R x R® — R>( es una funcién que para cada instante ¢ fijo toma valores
mayores o iguales a cero para cada valor de £ € R™. Lo esperable es que esta funcion
de costo mida, en cierto sentido, la distancia que hay entre el estado real del sistema
y el estimado para cada instante de tiempo.

La técnica de horizonte movil consiste en tomar una secuencia de instantes en el
tiempo {tx}ren, tales que un algoritmo de minimizacién a determinar logre que la
sucesion {J (tx, &arr1)} converja a cero cuando k — +o00. A la sucesion {&} se la
entiende como al conjunto que parte de un &, arbitrario y luego, para k > 0, & es
la evolucion segun dicta la dinamica f del sistema desde t,_; hasta t;, vale decir:
Eor, = w(tg, Eok—1,1r—1) para todo k > 0. Entre un elemento par o y uno impar o1
actia un algoritmo de minimizaciéon que puede variar segun el enfoque pero que,
en general, en los trabajos a los que hacemos referencia se cumple con el objetivo
principal de que la estimacién del estado real siempre mejore (o dicho con mayor
precision, que el error entre la estimacion y el estado real del sistema disminuya). En
[59, [45] [44] 1] se asume sin pérdida de validez de los argumentos, que dicha mejora
en la estimacion de los estados se ejecuta en tiempo cero para cada instante t; E|

Es habitual en todos los trabajos que utilizan este enfoque lograr la estimacion
de los estados en forma distribuida en el tiempo. No porque ésta no pueda ser reali-
zada, por ejemplo a tiempo ty, sino porque a los fines practicos la tarea de mejorar
la aproximacion al estado real utilizando una funcién de costo insume tiempo y si se
distribuye la tarea en el tiempo se obtiene una solucién continua a tramos que se apro-
xima a la trayectoria real del sistema?} Esta practica serd retomada en el desarrollo
de nuestro enfoque. Otra ventaja de realizar esto es que la tarea de observacion tiene
capacidad de ajustarse frente a posibles perturbaciones o sensibilidad con respecto a

las condiciones iniciales.

'En la practica, como la evolucién del sistema se puede evaluar répidamente se tiene practicamen-
te todo el tiempo comprendido entre muestra y muestra de tiempo para mejorar dicha estimacion.

2La posibilidad de que esto ocurra depende de la regularidad de la funcién de costo y de “cuan
continuas” sean las trayectorias del sistema con respecto a las condiciones iniciales.
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Si bien existen algunas diferencias con respecto a los planteos entre un trabajo
y otro, todos acuden a una mecéanica similar a la que venimos de describir. Los
puntos centrales (y més intrincados) se pueden resumir en las siguientes preguntas:
¢ Qué caracteristicas estructurales (de reqularidad) tendrd la funcion de costo? y, en
base a dichas caracteristicas ; es posible minimizar dicha funcion con un algoritmo
“eficiente”?

A modo de ejemplo, tomamos el caso de [59] donde se transforma el problema en
uno de minimizacion utilizando una funcién de costo idéntica a la ya definida en (4.2]),
se considera un sistema autonomo sin controles, y en el analisis de las condiciones
necesarias y/o suficientes se explicita la dependencia de la misma con respecto a x
y se la analiza para t = ty = 0, i.e., se plantea: N (z1,z5) := %fOT |h(x(s,t,21)) —

h(x(s,t,xs))||*ds. Bajo la hipdtesis de que el sistema es fuertemente observable

Definicién 28 Un sistema (4.1)) se dice fuertemente observable en E siy solo si para
todo intervalo de tiempo I = [0, T] y para cualesquiera dos estados iniciales z1, x5 € E

y para cualquier t € F

1. los estados x(t,0,x1) y x(t,0, x2) permanecen en E ;y

2. las salidas del sistema y(t,0,21) y y(¢,0,25) son idénticas en E si y sélo si

1 = To.

se llega facilmente a la conclusién de que N (§,z9) =0 < £ = x. Esta condicién
claramente es necesaria y suficiente para la solucién global del problema, es decir:
si logramos resolver la raiz (tinica) de N (-, xq), entonces habremos encontrado la
solucion que buscabamos. Esta solucion existe gracias a la observabilidad, pero esta
condicién de optimalidad nada nos dice sobre cémo resolver el problema de manera
“eficiente” ni si esto es posible. Solamente nos habla de la existencia y unicidad de
la solucién, esto se debe a que se trata solamente de una condiciéon de “orden cero”
y no nos aporta mucho mas que asegurarnos que si el sistema es observable luego la
funcién de costo elegida tiene sentido. Para ganar en intuiciéon sobre el problema y
poder elaborar algin algoritmo eficiente se suele acudir a condiciones de optimalidad

de “orden mayor”.
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La existencia de este minimo u 6ptimo nada nos dice por otro lado sobre la regu-
laridad de la funcién de costo, i.e.: j es ésta continua?, jes analitica?, json cerradas
y convexas las curvas de nivel?, etcétera. De esta informacién, como se estudia en
Teoria de Optimizacién, dependen fuertemente los métodos que puedan surgir para
hallar el minimo.

Es esperable cierta regularidad en dicha funcién de costo. Vale decir que las trayec-
torias generadas por el sistema , y sus respectivas salidas, son continuas (dadas
las caracteristicas de f y h). Ademds dada la continuidad con respecto a la variacién
en las condiciones iniciales ([22]) es facil ver que la funcién de costo (por ser compo-
sicién de funciones continuas) también lo serd. Por supuesto sélo con esto no alcanza.
Para ello habria que analizar otro tipo de condiciones que dependeran del algoritmo
de minimizacién utilizado.

Volviendo a lo propuesto en [59], alli se hace frente al problema de minimizacién
de N mediante la utilizacién del método de Newton. Para ello es necesario que las
funciones involucradas sean al menos C!, en cuanto a la posibilidad de tener siempre
definido al gradiente de la funciéon de costo. De todas formas con esto tultimo no
alcanza, también es necesario caracterizar los puntos criticos. Para ello [59] enuncia

el siguiente resultado:

Proposicién 29 Si N (-, xq) es convexa cerca de xg, entonces vale la siguiente equi-

valencia:

N(f,l’o) =0 << Vg./\/’(g,l‘o) =0

Esta tdltima proposicién es susceptible de ser generalizada a funciones no suaves
utilizando herramientas del Anadlisis No Suave. Lo mismo vale para el resultado que

[59] utiliza para verificar la convexidad necesaria. Esto es:

Proposicién 30 N (-, zo) es convexa cerca de x si

82

(9_52./\/‘(57$0) >0

vg (57270) =
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en & = o f]

El teorema sobre el que se construye el observador en [59], se apoya fuertemente
en el resultado de este ultimo lema. Sin embargo, este resultado tiene un importante
defecto: para clases de sistemas suficientemente generales (en los cuales encuentra su
motivacién principal el enfoque de observacién por optimizacién) esta condicién no

se puede evaluar. Es decir

ON oh o
Oh O O€

donde x se refiere a la funcién z(t,to, ), y donde % no necesariamente existe dado

VN (€, x0) = (4.3)

que h (siendo sélo localmente Lipschitz continua) no tiene porqué ser diferenciable
en todo punto.

No resulta evidente que si solamente consideramos f y h localmente Lipschitz
continuas, las funciones de costo que podamos definir sean susceptibles de ser mini-
mizadas mediante algiin algoritmo que asegure convergencia del error de estimacion a
cero (o a valores suficientemente pequenos ) en un lapso de tiempo que sea razonable

desde un punto de vista practico.

Discusién sobre condiciones (suficientes) para la convergencia “eficiente”

del problema de observacién por optimizacion.

Nos preguntaremos a continuacién sobre las posibilidades de obtener condiciones
suficientes para poder resolver el problema de observacion de estados de manera
eficiente por medio de optimizacion. Esta discusion, que sera de caracter mas bien
intuitiva e informal, tiene el propdsito de mostrar el camino conceptual que se siguio y
que luego derivo en el método alternativo de observacion de estados que sera el objeto
principal de estudio del resto de la tesis.

En primer lugar, debemos aclarar a qué nos referimos con resolver el problema
de observacién por optimizaciéon de manera eficiente. Como ya vimos, una condicion

de optimalidad de “orden cero” (i.e., que la funcién de costo tenga un tinico minimo

3También se prueba en [59] que para que el Hessiano Vg./\/ (£,€) sea definido positivo basta con
que el sistema linealizado sobre la trayectoria x(t, to, &) sea observable en I para todo £ € E.



45

global correspondiente a cuando se la evalia sobre el estado real del sistema) nos
asegura que existe una tunica solucion al problema pero si la funcién de costo no
tiene ninguna regularidad (e.g., en un caso extremo si fuese totalmente aleatoria)
deberiamos evaluar la funciéon de costo por “fuerza bruta” y de manera indefinida
en el tiempo para poder dar con el argumento que hace que dicho costo se minimice
totalmente. Por otro lado, de ser asi la resolucién del problema debe ser abordada en

forma global.

Nosotros consideraremos como eficiente a una forma de resolver el problema de
observacion por optimizacion que nos permita disminuir la funciéon de costo sea cual
fuere el punto que estamos evaluando a un tiempo dado (e.g., si estamos en el punto
x2 € R™ encontrar un punto x; € R™ de su vecindad tal que J(t,z1) < J(t,x2)
para un cierto t fijo), salvo para el punto que corresponde al minimo. Dicho punto
“de descenso” debe existir en una vecindad del punto del que partimos (para que
el problema pueda ser resuelto localmente) y como la funcién de costo posee cierta
regularidad (localmente Lipschitz continua) entonces se podra hallar una direccién de

descenso evaluando dicha funcién en una cantidad razonablemente acotada de puntos.

Ahora bien, descartando el punto para el cudl la funcién de costo se anula (el
minimo global): ;Cudles deberian ser las condiciones que debe cumplir dicha funcién
para poder asegurar que siempre podremos hallar un punto vecino de cualquier otro

que haga que dicha funcion decrezca?

Como hemos visto de las condiciones de optimalidad que se presentan en la li-
teratura para problemas de observacién de estados, no podemos asegurar que esta
ultima pregunta tenga una respuesta afirmativa, al menos para el caso general en que
f v h sean solamente localmente Lipschitz continuas y que se utilice una funcién de
costo como por ejemplo (4.2)). Pero aquellas condiciones estan atadas a esta forma

especifica de funcién de costo.

Por otro lado, no estamos obligados a usar una funcién de costo especifica (siempre
y cuando ésta verifique la condicién de “orden cero”), entonces la pregunta que tal vez
cabe hacerse es la siguiente: ;Se puede construir una funcién de costo que asegure un
“descenso” local? En la busqueda de una respuesta a esta pregunta es que hallamos el

camino para el método alternativo que se propondra en el desarrollo de este capitulo.
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Figura 4.1: Evolucién del segmento para = = 0.

Volvamos por un momento a observar la funcién de costo J (¢,€) definida en ([£.2).
Por simplicidad consideraremos que ¢t = 0, i.e. integramos en [0, 7]. Dicha funcién
mide el cuadrado de las distancias euclideas entre valores de salida para cada instante
de tiempo y los integra entre 0 y 7. Como ejercicio pensemos por un momento que
la salida es la identidad h(z) = zﬁ Miés atin, supongamos que el sistema evoluciona
segin la dinamica @ = 0. Si se tienen cuatro condiciones iniciales como en la Figura
, adonde x3 es la mas alejada de xy (el estado real del sistema) y xo v 7 se

encuentran en el segmento que une a o con 3, se puede ver que
j(o,.’,ﬁg,) = |.T3 — 370|2 ST > j(o,.'Eg) = |$2 — $0|2 ST > J(O,I’l) = |fI?1 — 5170|2 -T (44)

Aunque no tenemos porqué saber adonde se encuentra xy esto demuestra que midiendo
el costo de esta manera existe una direccién de descenso (en el sentido que va de x5
a xo) para cualquier punto inicial que uno elija (siempre que sea distinto de z). Por
ejemplo, x1 es un punto en direcciéon de descenso del costo tanto para x3 como para
xo. Existe una razén intrinseca por la cual esto se produce: las soluciones (en este caso
las lineas horizontales que parten de cada condicién inicial) no se cruzan (en virtud

de la unicidad) y por lo tanto se conserva “el orden” a medida que evolucionan.

4Solamente tiene sentido como parte del razonamiento pues no habria problema de observacién
de estados si h(z) = x.
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Para sistemas generales adonde # = f(x), con f localmente Lipschitz continua, co-
mo también habra unicidad de soluciones para cada condicién inicial, ocurrira que los
elementos en un segmentd’| inicial conservaran “su orden” a medida que evolucionan.
Sin embargo la distancia euclidea (como se mide en la funcién antes de ser ele-
vada al cuadrado) entre elementos de un segmento inicial no tiene porqué “conservar
el orden” cuando este segmento va evolucionando ya que el mismo se ird deformando,
a diferencia de lo que ocurre en la Figura [4.1]

Esto nos sugiere utilizar otro tipo de distancia para medir el costo, una distancia
que en lugar de medir la distancia euclidea mida la distancia sobre el segmento que
evoluciona. Por otro lado, hablar de esta distancia tiene sentido porque la evolucién se
da segin un ﬂujoﬂ que por ser f Lipschitz continua se sabe que es un homeomorfismo:
de esta manera el segmento deformado por la evolucién es metrizable y se puede
establecer una distancia que asegure “conservacion de la relaciéon de orden”. Para
ilustrar esto observemos la Figura que se corresponde con el flujo del segmento
inicial que une a xy con x3 a lo largo del tiempo para un sistema @ = f(x) # 0 con
f localmente Lipschitz continua. A esta figura también se la puede pensar como la
deformacién de la Figura por el homeomorfismo (flujo) que se corresponde con
la evolucion del sistema & = f(x) por lo que existe una correspondencia entre las
areas A; (1 = 1,2,3) y las correspondientes de dicho objeto deformado en la Figura
[4.2] Podemos decir entonces que existe una métrica en el espacio donde se mueven
las trayectorias del sistema que nos permite conservar el orden: que a medida que
nos alejamos de la trayectoria generada por xy las “areas” crecen y por lo tanto nos
aseguramos una direccion de descenso sea donde sea que estemos evaluando la funcién

de costo (salvo en xy donde el costo es nulo) definida por esta nueva métrica.

Pero el problema no termina aqui ya que lo que hemos considerado solamente
sirve para una salida h(z) = = que no tiene sentido préctico. Para una h arbitraria,
en general se perderd la inyectividad y habra muchos estados que seran representados
por un unico valor en el espacio de salidas. Véase la Figura|d.3, aqui hemos considerado

una funcion de salida que muestra soélo una de las coordenadas del vector de estados

®Nos referimos a un segmento lineal entre dos puntos dados.
5Que es la accién de grupo del tiempo a través de la funcién de evolucién del sistema sobre un
conjunto de valores en el espacio de estados.
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cuando ésta toma valores negativos, y cuando ésta toma valores positivos arroja
cero (i.e. un rectificador de media onda negativa sobre una sola de las coordenadas,
parecido a (3.2))). Es decir que en los primeros instantes de tiempo sélo vale cero y

no podriamos medir ninguna distancia (o costo).

Asi como establecimos que existe una distancia entre trayectorias que nos per-
mitirfa definir una funcién de costo que asegure direccién de descenso local también
existe una distancia que cumple con el mismo propdsito si consideramos que las tra-
yectorias pasan por una funcion de salida h arbitraria. Dada una funcién cualquiera,
en este caso h, esta induce clases de equivalencia (los conjuntos de estados que se co-
rresponden con una misma salida, i.e h~!(x)). Existe un espacio topoldgico cociente
inducido por esta relacion de equivalencia. En este espacio cociente los “puntos” son
trayectorias de estados del sistema que tienen la misma salida para una ventana de
tiempo dada. En “Topologia” se define una (pseudo-)métrica para este tipo de espa-
cios. Esta métrica tiene una definicién precisa que no enunciamos aqui pero si nos
quedaremos con el siguiente hecho importante que se desprende de la misma para
nuestro caso: si se cumple (para la ventana de tiempo considerada) que todas las tra-
yectorias son distinguibles entre si (observabilidad) luego calcular esta distancias con
esta métrica es equivalente a calcular la distancia entre trayectorias de estados como
ya habiamos formulado. La diferencia esta en que desde el punto de vista prdctico pa-
ra poder calcular esta distancia tenemos que distinguir entre trayectorias a la salida
y con esto ya habremos resuelto el problema de observacion dejando el calculo de la

funcion de costo como algo redundante.

En apariencia hemos vuelto al principio, 7.e., s6lo tenemos como herramienta la de-
finicién de (in)distinguibilidad entre estados. Sin embargo este razonamiento, aparte
de poner de manifiesto algunas limitaciones importantes en el método de observa-
cién por optimizacion, nos deja la siguiente intuicion: cuando hablamos del espacio
cociente dijimos que todas las trayectorias de estados que tienen la misma salida son
un solo punto alli, entonces si la ventana de tiempo considerada fuese pequena este
espacio podria tener un solo punto (e.g. en la Fig. ﬂ una ventana que va de 0 a 7'/3
aproximadamente) pero a medida que vamos considerando una ventana de tiempo

mayor se empiezan a distinguir diferentes trayectorias de salida para las diferentes
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Figura 4.2: Evolucion del segmento para & = f(x) # 0.

trayectorias de estados y luego van apareciendo paulatinamente (aunque podria ser
instantdneo también) puntos en el espacio cociente hasta que el mismo se encuentre
poblado de tantos puntos como trayectorias de estados (condiciones iniciales) hayﬂ.

Es esto tltimo lo que nos sugiere el método que introducimos a continuacion.

4.1.2. Método alternativo de observacion de estados — Descripcién con-

ceptual

Entonces la idea es que, valiéndonos de la hipdtesis de observabilidad poda-
mos ir desglosando paulatinamente a partir de la salida observada qué trayectorias
pertenecen a qué punto en el referido espacio cociente. Y deseamos hacer esto de la
manera mas eficiente posible.

Una posibilidad serfa tomar el conjunto E = {U;sy2(t, to,n) : n € E} de to-

das las trayectorias sobre un conjunto de condiciones iniciales £ C R"™ adonde

"Siempre que el sistema sea observable en el sentido de la Definicién
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Figura 4.3: Salida respecto de la Figura .

nos interesa resolver el problema de observacion. Luego nos debemos quedar con
{Usio(t,to,n) € E : h(z(t,to,n)) = y(t) ¥Vt > ty}. Claro que hacer esto serfa
evaluar por fuerza bruta pues, en general, habria que evaluar todas las trayectorias
posibles y no estariamos aprovechando el hecho de que el espacio cociente mencio-
nado se va “poblando” paulatinamente. El punto central del algoritmo que vamos a

desarrollar se encuentra en la siguiente observacion:

Dada la unicidad de las soluciones del sistema cada elemento &
perteneciente a una dada trayectoria del mismo para un dado tiempo
t esta relacionado de forma biunivoca con cualquier otro elemento &’
también perteneciente a la misma trayectoria del sistema y para cualquier

otro tiempo t'.

Por trivial que pueda parecer, es importante enunciar el siguiente corolario de esto

altimo

Si para un dado instante de tiempo t’ € [tg, +00) y un £ € E cualquie-
ra se verifica que I(t,7t07§) ¢ h_l(y<t/7t07(1}0)) luego UtZtox(t7t07£) %

UtZtom(ta to, ZL’())

Es decir que no es necesario calcular todas las trayectorias. Si la evaluacion se
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Figura 4.4: Para un sistema conn =2y p = 1.

realiza on-line basta con seguir el siguiente procedimiento: si para un dado instan-
te ¢ y un dado estado inicial £ la trayectoria x(t',ty,£) no pertenece al conjunto
h=Y(y(t', to, z0)) luego esta puede ser descartada automdticamente del conjunto de

trayectorias plausibles de ser la trayectoria real de condicién inicial xzq en 2.

A modo de ejemplo veamos que sucederia en el caso de tener un sistema de di-
mensiéon n = 2 con salida unidimensional (p = 1) h(xz) = x;. Como se puede ver en
la Figura [4.4] en lugar de arrancar suponiendo estados iniciales ¢ plausibles en todo
E (que bien podrfa ser R?) solamente nos quedamos con la seccién de dicho conjunto
que corresponde a la salida inicial y(ty), i.e. A= ENh™!(ty). Luego los elementos del
conjunto A evolucionaran acorde a la dinamica del sistema en cuestién a un nuevo
conjunto B para un instante to+ AT (para algin AT > 0). Se puede ver en la grafica
que el unico elemento de B que no se distingue de la salida corresponde al estado real
del sistema. Es asi que en este ejemplo hubiese bastado con observar lo que sucede

en solo dos instantes de tiempo para obtener el estado real del sistema.

También resulta interesante como ejemplo tedrico observar lo que ocurre para un

sistema lineal invariante en el tiempo.
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Aunque este enfoque de observacion de estados no tenga sentido practico pa-
ra sistemas lineales, pues existe un observador mucho mas simple para los mismos,
analizaremos el caso lineal invariante en el tiempo para ganar en intuicién sobre el
problema. Sea entonces el sistema:

PEAT ) = (4.5)
y =Cx

Para un sistema como , hacer evolucionar cualquier conjunto de estados (como
fuera A en el ejemplo anterior) resulta trivial ya que conocemos la forma analitica de
la operacién de transicién de estados para la solucion fundamental del sistema, i.e.
eAAT El problema se reduce entonces a intersecar hiperplanos y repetir la operacién
con el conjunto restante de dicha operacion. Es por ello que podemos enunciar la

siguiente:

Proposicién 31 Dado un sistema como (4.5]), siempre que éste sea observable (i.e.,
cumple con la condicién de rango de Kalman), el espacio de bﬁsquedaﬁ disminuye
para cada instante de muestreo H hasta que queda un tnico elemento que corresponde

al estado real del sistema.

Demostracion: Supongamos que el espacio de busqueda no disminuye de tamano,

entonces necesariamente ocurre una de dos posibilidades:

1. eAT £ Id y por lo tanto las trayectorias se mueven sin que haya variacién en la

salida del sistema; o bien,

2. eAT = Id y la condicién de rango de Kalman es igual a rango{C} que en general

es menor a n, la dimensién del sistema.

En ambos casos llegamos a una contradiccién pues supusimos que el sistema era
observable. i

En la Figura 4.5 se ve el caso para un sistema lineal con:

8Es decir, el conjunto inicial al cual pertenece xy y todas sus evoluciones y reducciones subsi-
guientes al ser comparado con los distintos conjuntos h=1(y(t)).
91e., si el conjunto en cuestién es Aj, luego se obtiene un nuevo conjunto A, tal que Ay C Aj.
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Figura 4.5: Sistema lineal con n = 2.

c=[10]

Podemos ver que para el caso n = 2 si el sistema es observable la estimacion
se resuelve en una sola iteracion. Para un valor de n arbitrario, si la salida es de
dimensién 1, la estimacion se puede resolver en n — 1 pasos. Por ejemplo, paran = 3
el espacio de busqueda inicial es un plano. En la primera iteracion del algoritmo se
reduce el espacio de bisqueda a una recta, y en la segunda iteracién dicho espacio se
reduce a un punto que es el valor real del estado del sistema.

Ahora bien, estos ejemplos que acabamos de examinar son impracticables pues los
conjuntos a los que hacemos referencia tienen una cantidad infinita de puntos. Esto
como mucho podra ser aproximado en la practica por lo que sera necesario hacer

consideraciones adicionales para asegurar la convergencia del observador. Veamos

53
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Figura 4.6: Caso discreto.

la intuicién del enfoque dejando los detalles técnicos para los resultados que seran
presentados en el desarrollo de este capitulo.

Entonces si consideramos que el conjunto inicial A es un conjunto acotado y a su
vez representado por una cantidad finita de puntos, como podemos ver en la Figura
con esto sélo no alcanza pues (salvo que uno de los puntos que representan al
conjunto inicial A coincida exactamente con zp) en general por pequefio que se elija
el muestreo en el tiempo (AT') o por “fina” que se elija la representacién discreta de
A sucederd que BN A7 (y(ty + AT)) = 0.

Vale la siguiente

Observacién 32 En la prictica (véase la Figura |4.7]) serd necesario agregar un en-
torno de los conjuntos h~!(y) para que no se descarten todas las posibilidades en
un segundo instante de tiempo (el algoritmo funcionard evaluando las intersecciones

entre los conjuntos involucrados sobre una base discretizada del tiempo).

Habré luego tres importantes pardmetros de diseno:

1. Los puntos que representaran al conjunto donde se encuentra el estado real del



95

Figura 4.7: En la practica.

sistema

2. Los instantes de muestreo en el tiempo donde se evaluard qué puntos son plau-

sibles de representar (por cercania) al estado real del sistema y cuales no.

3. Qué tan grande es el entorno de los conjuntos h~'(y(t)) para los diferentes

instantes de muestreo en el tiempo.

Claramente habré relaciones de compromiso de diseno entre los tres items que
venimos de enumerar. Por ejemplo, si fijamos la frecuencia de muestreo y la resolucion
con la que representamos los conjuntos donde se encuentra el estado real del sistema,
luego al variar el entorno que mencionamos en el tercer item podemos ir desde el caso:
(i) de mayor velocidad de convergencia (y menor complejidad computacional) cuando
el entorno es pequeno, al caso (ii) de menor velocidad de convergencia (y mayor
complejidad computacional) cuando el entorno es mas grande. Esto se debe a que
cuanto mas grande es el entorno, menos puntos considerados posibles representantes
del estado real del sistema seran eliminados y por lo tanto el algoritmo, en suma,
debera computar la evolucion de una mayor cantidad de puntos. Uno desearia siempre

trabajar en el caso (i) pero existe la posibilidad de que si las condiciones no son las
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adecuadas se descarten todas las posibilidades y nos quedemos sin puntos plausibles
de representar al estado real del sistema. Sobre la eleccién de estos parametros en
relacién a las constantes de Lipschitz del sistema (4.1)) y a la observabilidad es que

versaran el desarrollo y los resultados principales de este capitulo.
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4.2. Formulacion del Problema

En primer lugar, consideraremos sistemas como (4.1). Haremos la siguiente

Suposicién 33 Las funciones f : R — R" y h : R" — RP son localmente Lipschitz

continuas.

Esta suposicién conformara, junto con la nocién de observabilidad, la principal
hipétesis de nuestro trabajo. Dado xy € R™ como ya menciondramos previamente
denotaremos como x(t, %y, o) a la (inica) solucién de & = f(x) con condicién inicial
x(to, to, Tg) = o, pero para el caso en que queramos explicitar la dindmica especifica

que dictamina la evolucién de las trayectorias denotaremos T;O’t(xo) = x(t, to, o).

Como ya fuera establecido el objetivo principal es el de producir una estimacion
del estado z(t) del sistema basandonos en una nocién de observabilidad tan
débil como sea posible (Def. y que al mismo tiempo sea compatible con las (un
tanto) generales hipdtesis sobre el sistema.

Decimos que el sistema es observable sobre EE C R™ como en la Definicion
26l

Esta nocién de observabilidad es casi la mas débil que puede ser postulada para
esta clase de sistemas, de hecho (véase [23]) la nocién més débil de observabilidad
solo requiere para que un cierto estado sea observable que éste tenga alguna vecindad

de estados distinguibles.

4.2.1. Principio Basico

Antes de comenzar con los detalles técnicos haremos una descripcién del principio
bésico que rige el funcionamiento del observador que propondremos. En primer lugar,

introduzcamos un objeto central del algoritmo de observacion de estados:

Definicién 34 Sea cualquier t > ¢, fijo, un subconjunto D, del espacio de estados es

un espacio de bisqueda si incluye el estado real z(t) del sistema (4.1)), i.e. Dy C R”
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tal que Dy 3 x(t).

El observador que desarrollaremos es un sistema dindmico que comienza con un
espacio de busqueda D,, y evoluciona de tal manera que el espacio de busqueda
disminuye de tamano hasta convertirse en una vecindad arbitrariamente pequena del
estado real del sistema.

Esta reduccién sera llevada acabo mediante un método conceptualmente extraido
de la nocién misma de observabilidad. Si bien en principio Dy, podria ser cualquier
conjunto que contenga a xo, tomamos Dy, = h™(y(ty)) (segin describiéramos en
4.1.2). De aqui en més, la dinamica del sistema jugara un rol fundamental en
determinar la evolucién del espacio de busqueda, como puede ser visto en la Figura
4.8

Sea algin AT > 0, entonces

Dt0+AT = T;O7tO+AT(Dt0> N hil(y(to + AT))

Idealmente tendremos que

to,to+AT
Dt0+AT S Tfo ot (Dto)

y s6lo en el peor caso ocurrird que

T AT (D) € Wyt + AT)).

Gracias a la observabilidad, esto no deberia ocurrir para todo AT ya que implicaria
la existencia de pares de estados indistinguibles. Entonces, mientras que el espacio
de busqueda puede no disminuir de tamano, i.e. que al efectuar la interseccién entre
T;O’t°+AT(DtO) v b= (y(to + AT)) no se “descarte” ningtin elemento (y por lo tanto

Diyar = T}O’t°+AT(DtO)), ello no podra ocurrir para todo instante ¢t > t,.

Definicién 35 A los instantes de tiempo t > t; en donde se efectiie una interseccién
entre el conjunto h~!(y(t)) con la evolucién del espacio de bisqueda de un instante

previo a dicho instante ¢, los llamaremos tiempos o instantes de descartd"}
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T;0't0+T(Dto)

Xy -+ AT)

h=Y(y(to + AT))
Dygyar = h™(y(to + AT)) N T;OYtOjLT(Dto)

Figura 4.8: Principio basico.

Observacion 36 Si el proceso de reduccion del espacio de busqueda evolucionase en
tiempo continuo, la observabilidad seria suficiente para que el observador convergie-
s. De hecho, supéngase que hay un estado £ € Dy, con & # xy. Luego, si T}O’t(f)
sobrevive al proceso de descarte para todo t > %, el observador no convergeria, pe-
ro entonces el sistema tampoco serfa observable en xg, ya que (£, o) serfa un par

indistinguible por definicién.

Por supuesto, en un caso de “la vida real” deberemos tener en cuenta varias
restricciones como ya fueran esbozadas en [£.1.2]

La observacion de estados se realiza en un conjunto de instantes de tiempo discreto
y con una resolucién finita tanto en el espacio de estados como en el espacio de
salidas, y adicionalmente el espacio de bisqueda h~!(y,) puede no ser acotado. En lo

subsiguiente suponemos que se cumple que:

10Sea cierto o no que luego de efectuar dicha interseccién se haya descartado o no algtin punto del
espacio de busqueda.

HTodavia no hemos definido con precisién el observador y menos atin lo que significa que éste
converja. Sin embargo la intuicién nos permite imaginar por el momento al observador como a un
algoritmo que eventualmente “reduce” el espacio de busqueda y a la convergencia como la reduccion
de dicho espacio a un conjunto cuyos elementos estan cada vez mas préximos al estado real del
sistema.
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Suposicién 37 El espacio de busqueda inicial es Dy, = E N h~'(yy) para algin
E € cmp(R™).

Observacién 38 En la eleccién del espacio de bisqueda inicial Dy, es razonable (y
de practica comin) asumir que el estado inicial se encuentra en un conjunto acotado

lo suficientemente grande.

En la Observacién [32] hemos denotado la necesidad practica de que haya un mar-
gen de tolerancia por sobre aquello que puede haber sido producido por la salida
del sistema. Por este motivo deberemos introducir nociones de indistinguibilidad y

observabilidad alternativas.

Definicién 39 Dado v > 0,

» Un par de estados (z1,z3) € R" x R™ es y-indistinguible para el sistema (4.1)
81 VE > to, |h(T*" (21)) — R(T" (22))] < 7.

» El sistema (4.1]) es v-observable si para todo (x1,z5) € R™ X R™ con x1 # o,
existe t* > to tal que [W(T}" (1)) — AT (22))] > 27.

» Dado un conjunto £ C R”, el sistema (4.1) se dice vy-observable sobre E si
para todo (z1,x2) € E X E con 1 # x4, existe t* > t, tal que |h(T}°’t* (1)) —
M (@) > 2

Observacion 40 La existencia de tal t* establece que dos estados iniciales diferentes
en F podrian ser distinguidos en tiempo finito observando las salidas correspondientes
a las trayectorias que ellos generan, atin cuando la resolucién en la observacion de la

salida es del orden de 2+.

El siguiente resultado sera utilizado en lo que sigue.
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Proposiciéon 41 Sean los nimeros reales positivos v y €, y supéngase que el sistema
es y-observable como en la Definicién . Sea E € cmp(R"™) y zy € E. Entonces
si B, ={£€FE :|&—x9| >e} #0, existe t# > 0 que depende de E,x y ¢ tal que
para todo & € E., |h(T;0’t(§)) - h(TJfO’t(xo)ﬂ > 27 para algin t € [to, t7].

Demostracion: Sea u(€,t) == |h(TJf°’t(§)) - h(T}fO’t(:vo))] y sea £ € E.. Debido a la
y-observabilidad, existe t¢ tal que p(€,te) > 2v. Como u(-,-) € C(E X [ty,0)),
entonces existe 0 < ¢ < ¢ tal que pu(n,te) > 27 para todo n € B(&,d¢). Como
{B(&,0¢),& € E.} es un cubrimiento abierto de E; el cual es un conjunto compacto,
entonces existe {&1,...,&} C E. tal que E. C UY_ B(&, d,). Se sigue facilmente que
t# = max{te,,...,te } verifica la tesis. i

Observacion 42
1. Debemos hacer notar que ¢ es una funcién no-creciente de €.

2. El resultado sugiere un camino para hacer frente a la resolucién finita del espacio
de estados, por un lado, y con la carga computacional asociada con el proceso
de reduccion del espacio de buisqueda por otro. Ya que podemos distinguir entre
un estado inicial zy y algin otro estado x a lo sumo en el instante de tiempo
t# siempre y cuando |x — x| > ¢, alcanza con construir una malla que cubra
Dy, (i.e., un conjunto de celdas iguales y mutuamente adyacentes cuya unién
contiene a Dy, y cuyos centros todos pertenecen a Dy,) de tal manera que los
centros de las celdas adyacentes se encuentren a una distancia 2. Dicho mallado
se puede ver en la figura donde los conjuntos C}; son las celdas con centros ¢;
(1=1,2,3,4). Unestado £ € Dy, tal que z( no pertenezca a la misma celda y que
evoluciona de acuerdo a la dindmica del sistema, eventualmente sera descartado

y también todo los elementos de su misma celda junto con él.

3. Si nos basamos en argumentos de compacidad no es tarea dificil demostrar que

7 existe independientemente de x. De ahora en més, dados E, v y € como los de
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la Proposicion , denotaremos t# = t#(E,~,¢) para enfatizar la dependencia

de 7 con respecto a esos pardmetros.

Ya desarrollada la intuicién del enfoque y sus principios basicos de funcionamiento

pasaremos a presentar el observador propiamente dicho en la siguiente seccién.

4.3. El Observador: caso sistemas autonomos

En lo subsiguiente supondremos la existencia de una sucesion fija de tiempos de

muestreo

T = {totr, ooty } (4.6)

y, asociada a ella, una sucesion fija de muestras de la salida

y = {y(t0)7y<t1)a"'7y(tk)7"'} CRP

del sistema correspondientes al estado inicial zy. Por simplicidad denotaremos
yr = y(tx) para todo k € Ny.

Debemos formalizar el concepto que se basa en la idea expuesta en 2) de la Ob-
servacion 2] El espacio de buisqueda estard entonces representado por una cantidad
finita de puntos, los centros de las celdas que cubren la regién donde se encuentra el
estado real del sistema. Sin embargo, es preciso hacer notar lo siguiente: dada una
resolucién fija de la malla €, y una dada tolerancia 4 con respecto a las mediciones,
si bien la observabilidad permitira que para algin tiempo se distingan los elementos
del espacio de busqueda si dejamos pasar mucho tiempo (salvo que el estado real del
sistema se encuentre suficientemente cerca de alguno de los centros) para un sistema
como en general se terminaran distinguiendo todos los elementos del espacio de
buisqueda del estado real y perderemos todos los elementos del espacio de busqueda,
1.e. perderemos lo que en adelante llamaremos la consistencia. Es por esto, y ademés
para alcanzar resoluciones mayores a las del € que éste se elige inicialmente sin generar
grandes compromisos computacionales como fuera mencionado en la introduccion, y
que iremos modificando paulatinamente el valor de resolucion del mallado. Entonces a

cada valor de € de resolucion en el mallado le corresponderd un tiempo maximo de uso
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C1

C3

Figura 4.9: Malla.

que sera cuidadosamente elegido, junto con un valor de tolerancia v en la deteccién
de diferencias con la salida.
Por este tltimo motivo tomaremos subsucesiones de T, digamos para 7 = t;, <

T = t, denotaremos

7;—: = {tkl, tk1+1, R 7tk2} cT (47)

yg:{ykmykl-l—l:“-ayb}Cy' (48)

a las que corresponderan resoluciones €I y ~I.
En lo que sigue presentamos un algoritmo que sera el bloque fundamental con
el que construiremos el observador. Con este objetivo, introduzcamos primero la si-

guiente

Definicion 43 Sea € > 0,
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Dado C C R™, H¢(C) es el conjunto que consiste de hipercubos de R" de radioE|

€ con caras paralelas a los ejes coordenados y cuyos centros son elementos de C.

F. : cmp(R") — 2%" se define como: para cualquier D € cmp(R"), C = F.(D)
es un conjunto minimal con una cantidad finita de puntos en R" tal que D C
Ucerec)C H Notamos que si D en si mismo tiene una cantidad finita de puntos,

entonces para € suficientemente pequeno, F.(D) = D.
Dado C' € H(C), ¢(C) es el centro de C.

Dado un conjunto finito C = {zy,xs, ..., 25} C R, definimos la funcidn indi-

catriz Se : 2 — {0, 1}* como:

o 1 siz;eA
Se(C)D =

0 en otro caso.

para todo conjunto A C CE

Observacién 44 Véase la Figura luego:

1. € la distancia entre ¢; y el punto més distante del hipercuboﬁ C; correspondiente

(1€ {1,2,3,4}),i.e.: € = max{|n — ¢i|o0,n € C;}.

2. Si C = {cy,c9,c3,¢4} entonces H(C) = {C4,Cy, Cs, Cy}.
3. fe(D> = {01702,03704}.
4. ¢(Cy) = ¢; parai =1,2,3,4.

S 5{01702703764}({62}) = (07 1a 07 0)

12Dado un conjunto A de elementos de R™ su radio es diam(A)/2
13Si D no es finito F.(D) como fuera definido arriba, no necesariamente tiene porqué ser tnico.

Es asi que supondremos que elegimos uno y siempre utilizamos el mismo criterio.

148y inversa estd bien definida y puede ser construida trivialmente
15En este caso de dimensién 2.



65

Mediante la utilizacién de una definicién formal de sistema (véase el Apéndice

construimos el bloque fundamental del observador:

Definicién 45 Dados v,e € Rog, 7,7 € T con 7 < 7y D € cmp(R"), un € — ~-
Descartador es un sistema D77(D) = (T7, X, VI, ¢, Z) donde:

= D es el espacio de bisqueda.

= X ={0,1}#7<P) es el espacio de estado, v & = Sr.(p)(Fe(D)) =(1,1,---,1)

el estado inicial.
» ¢, : Dy — X con dominio
Dy C{(r1,72,&t) : 11,72 € T. n<mécX, 1)}
es el mapa de transicion, el cual se encuentra definido por la recursion
On (s tim1, Ek—1, Yr) = &k

como sigue: sea np = #F(D) y F(D) = {c1,¢2,...,¢np,}. Para cada j : 1 <
j < mnp tal que 5,(21 =1seaz; = T;’t’“(cj). Luego la coordenada j-ésima de &

viene dada por la regla

Vallys — hiz;)]) sie?, =

sig’, =0
Osir>
donde V., (1) = !
1sir <~

» Z C 2% es la salida del descartador, definida como sigue: si 7 =ty, , 7 = tg, ¥
k* = ko — ky entonces Z = {&, &1, ..., &+ }. En otras palabras, Z representa el

registro completo de la recursion|

16No debe ser confundido con el espacio de estados del sistema observado.
17Si bien parece trivial el uso de esta salida, la misma est4 por razones técnicas, i.e. serd necesaria
para la construccién del observador que se compone de varios descartadores.
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Veamos con un ejemplo basado en el esquema de la Figura como funcionaria
el descartador. Supongamos que: el conjunto D es como se lo ve alli, esta centrado
en el punto (0,0) y tiene, digamos, una longitud de 1.5 por lado; y que la con-
dicién inicial de es g = (0,5,—0,5) en tg. Si € = 1 tendremos por ejemplo
F(D) ={c1,...,ca} = {(—1,1),(1,1),(—=1,-1),(1,—1)}. Asumimos que el descar-
tador funciona sobre el espacio de tiempo T = {tg, 1, t2, 3,14}, una sucesién finita
de muestras temporales equiespaciadas en alguin AT > 0 determinado. Suponemos
adicionalmente que, dada la sucesién de salidas y; del sistema (que a su vez
representan la entrada al descartador en cuestién) y para el umbral v > 0 que fuera
elegido oportunamente, ocurriran eventos de “descarte” en los instantes t1,t3,t4 y t5
como se puede ver en la Figura m Esto es, por ejemplo para el instante ¢, que (co-
mo se puede ver de la Figura | T;O’tl (c2) estd a una distancia mayor a v de A= (yy).
En este caso tanto ¢, como todos los puntos de la celda Cs a quienes representa seran
eliminados del espacio de busqueda. Esto es lo esperable ya que zy no se encuentra
alli. El funcionamiento es andlogo para los otros instantes de tiempo. La salida Z del
descartador, que representa los estados de dicho sistema para todos los instantes de
T serd {(1,1,1,1),(1,0,1,1),(1,0,1,1),(1,0,0,1),(0,0,0,1)}. Que el tltimo estado
de este descartador esté compuesto por todos ceros y un uno significa que convergio.
Convergencia que implica un error acotado por € a tiempo to (pues a tiempo t4 hay
que tomar la evolucion de la celda Cjy y, salvo el caso particular de un que la
“contraiga”, en general el error no tiene porqué ser menor o igual a €). Lo que pueda
tal vez resultar menos evidente de la definicién del descartador es el funcionamiento
del mapa de transicién. Veamos como seria para el paso to — t3. En 5 el estado del
sistema descartador es & = (1,0,1,1). Por lo tanto, como solamente §§2) = 0 se de-
berd simular la evolucién de S;EI(D)((L 0,0, 0)),5’;3@)((0, 0,1,0)) y S}EI(D)((O, 0,0,1)),
que son c1,c3 v ¢4 respectivamente. Todos con el operador T;O’t3(~), vale decir que
desde ty, aunque en la practica los puntos del espacio de bisqueda que no fueron
eliminados hasta t5 (i.e., T;O’t2 (¢;) con i =1,3,4) estdn almacenados en memoria por
lo que no habra que recalcular la evolucién desde tq ya que T;O’t3(-) = T;Z’tS(TJfO’tQ(-)).
Por tltimo, vemos de la Figura [4.10, que los puntos que no serfan eliminados del

espacio de bisqueda serfan ¢, ¢s. Esto dltimo quiere decir que |ys — h(TJfO’t3(ci))| <~



67

Cl Cz Cl C2 Cl C2
Cq Co C1 Co C1 C2
C3 C4 C3 C4 C3 C4
C3 Cy C3 Cy C3 Cy
(a) T=to (b) 1 (c) t2
Cl C2 C1 C2 Cl C2
.Cl .C2 .Cl .C2 .Cl .C2
C3 C4 C3 C4 C3 C4
.Cd .C4 .C3 .C4 .Cd .C4
(d) ts (e) T=t4 () t5

Figura 4.10: Evolucién del espacio de busqueda.

sélo para i = 1, 4. Finalmente se tiene que &3 = ¢(t3, 12, &2, y3) = (1,0,0,1).

Por 1ltimo, en la Figura se ve que para t5 el espacio de busqueda esta vacio.
Esto ocurrird si un mismo descartador esta activo més tiempo de lo que deba. i.e.,
como z, no coincide exactamente con ¢4 (podria por definicién estar hasta a una dis-
tancia e de dicho punto), luego de que el sistema evolucione suficiente tiempo segin sea
la funcién f, h y 7 en general ocurrird en algin momento que |ys — h(TJfO’t5(c4))| >
y por ende que se descartarda dicho punto. Si esto ocurre & seria (0,0,0,0) y per-
deriamos la consistencia. Esto no puede ocurrir, es por ello que 7 se eligié para que
valga t,. Para que el observador funcione correctamente tendremos que ir conmutan-
do de descartadores a medida que vamos avanzando en el tiempo y disminuyendo
tanto € como v obteniendo una estimacion cada vez mejor del estado real del sistema
sin perder la consistencia. Cuanto tiempo podra estar activo cada descartador

serd objeto de estudio en [4.3]
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Observacion 46 Resulta util hacer notar que siempre que la condicién !yk—h(TJf ()] >
~ se cumpla, el algoritmo descarta a x. En este sentido, el procedimiento del descarta-
dor es equivalente a tomar intersecciones (véase e.g. Fig. y descartar el conjunto
{zreD: T;’t’“ (z) ¢ h"'([{yx}],)}, pero en este caso no es necesario computar explici-

tamente a h™!.

El Problema de Descarte de Estados

Para poder “acercarnos” al estado real del sistema (4.1)) es necesario ir descar-
tando estados del espacio de busqueda. Luego consideraremos las condiciones para el
descarte de estados se cumpla, i.e., asegurar que la sucesién {a; = ), 5,?), k € N}
sea decreciente y que tiene una subsucesion que es estrictamente decreciente para un
dado € — y-descartador.

El problema de descarte de estados surge debido al hecho de que, en la practica,
solo disponemos de un conjunto de muestras de la salida, con tiempos de muestreo
dados por T y a que podemos determinar la diferencia entre dos valores de salida con
una resolucién finita. La Figura ilustra esta situacion.

Podemos establecer el problema de descarte de estados como sigue: dados T]fo’t* (x1)
y T;O’t* (z2) tal que |h(TJf°’t* (:Bl))—h(TJfO’t* (x2))| > 27, encuéntrese el menor valor de 7T,
tal que |Ay| = |h(TJf0’t*+T“ (11)) — h(TJtcO’t*JrTC (22))] < v o, en otras palabras, determine
la menor diferencia entre tiempos de muestreo tal que el descarte sea posible en el

caso de que ocurra la condicién de discriminacion entre ellos.

Con dicho propésito, introducimos la nocién de espacio ambiente:

Definicién 47 Sea D el espacio de busqueda inicial. Un espacio ambiente es algin
conjunto compacto F € cmp(R") que contiene todas las posibles trayectorias de
estados generadas por el sistema (4.1) partiendo de cualquier estado inicial g € D

durante un intervalo de tiempo lo suficientemente grande.
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Ayi—¢ > 2y
|
IAUL:l’+TCI <Y

|

Figura 4.11: Descarte de estados.

T;co’t* (x1)

Observacién 48

1. Notemos que D C E.

2. Aunque el largo del intervalo de tiempo en general debe ser estimado de la
posible evolucion del sistema, en algunos casos podemos determinarlo cuantita-

tivamente:

Por ejemplo, sean v y € niimeros positivos y supongamos que el sistema es
y-observable. Para cualquier D € cmp(R") consideremos t# = t# (D, v, €) como
en 3) de la Observacién . Luego un espacio ambiente es cualquier conjunto
compacto £ € cmp(R") tal que Uyepy, 7T ;gt(D) C E. Debemos hacer notar que
Ute[to’t#]Tﬁg’t(D) es un conjunto compacto y que E contiene todas las posibles
trayectorias de estados generadas por a partir de cualquier estado inicial

1o € D durante el intervalo de tiempo [to, t7].

Se verifica el siguiente resultado:

Lema 49 Sean v, e nimeros positivos y supongamos que el sistema es y-observable
con espacio de bisqueda D € cmp(R™). Adicionalmente, sea el espacio ambiente F,

y consideremos el € — y-descartador D72°(D) = (T, &, Y, ¢,, Z) donde T = {t}, =
to + kAT, k € No}. Si AT > 0 cumple con:

~
AT < ————
2L/ (1 f |2
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entonces la condicién de descarte se verifica.

Demostracion: Sea x(t) C E una trayectoria del sistema (4.1)) correspondiente a
x(tg) = xg € D. Sea T € [tg,00) arbitrario y k € N tal que tx_; < 7 < t;, adicional-
mente sea T = x(7). Se sigue que t, <74+ ATy

|z — T} (z)| = <

/Ttk Fa(s, 7. 7))ds

T+AT
<[ Ifals na)ids < |- AT
Entonces:
() — h(z(t)| = |h(Z) — K(T7™(2))| < Lf|z — T7"(2)]
<L\ flle - AT < /2.

Ahora consideremos xq,x9 en Dy t* € [ty_1,tx) para algun k € N, tal que si

yi(t) = (T3 (), 7 = 1,2, [y1(t") — g (t*)] = 2. Dado que

27 < |pu(t) — w2t < () — ya(te)]
+ [y (tr) — ya(te)]
+ Jya(t7) — w2 (tr)l,

entonces |y (tx) — ya(tx)| > 7. Por lo tanto, para una ventana de tiempo de dura-
cién AT podemos distinguir entre estados mediante la observacién de la salida y, en
consecuencia, descartar estados.

Finalmente, tomemos cualquier hipercubo C* € H¢(F.(D)) que no contenga el
estado real z( del sistema observado en t = t¢, y sea z* = ¢(C*). Como |z* — x¢| > €,
entonces debido a la Proposicién 41| existe un ¢# tal que |h(T]f°’t* (%)) —y(t)| > 2y
para algin t* < t#. Ahora consideremos un k € N tal que t,_; < t* < t3; luego,

x* sera descartado en el instante ¢ y en consecuencia ap < ax_1, siendo que a, =
Zi ¢’(‘/Z) (tka tk—lv gk—la yk) L
El Problema de la Consistencia

El Lema [49| nos asegura que para un € — y-descartador fijo, el descarte de estados

ocurrirda y, en consecuencia, el espacio de busqueda sera reducido arbitrariamente
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para cada € > 0. De todas formas, existe la posibilidad de descartar el espacio de
busqueda completo (ay N\, 0). Esto tltimo puede ocurrir debido al hecho de que en la
construccion del mallado para un dado descartador, el estado inicial real xq y el centro
¢ de la celda que lo contiene en general no coinciden, y en ese caso la celda completa
serd descartada si transcurre un tiempo de evolucién lo suficientemente prolongado.

Entonces, el problema de la consistencia puede ser establecido de la siguiente
manera: dado el estado inicial real zy del sistema observado, el hipercubo que contiene
a xo no debe ser descartado, i.e. dado C* € H(F.(D)) tal que xy € C*, entonces
para todo t, € T:

<¢’y (tka tk*la gkfla yk‘)7 S]:E(D) (C(C*>)> =1.

Si deseamos evitar la posibilidad de descartar el hipercubo que “representa” a xg,
debemos determinar por cuanto tiempo un € — y-descartador puede estar “activo” sin

que se pierda la consistencia.

Lema 50 Dados € > 0, v > 0, y el correspondiente ¢ — y-descartador, con 7 = t,

T=+00,y D,y E como en el Lema sit e T verifica que:

_ 1 Y
t—ty < —=1 —F
"SIp® (eLE )
entonces si t = ¢y,
(D (F te—1, &1, 98), Sr.(p) (c(C7))) = 1

donde el estado real del sistema observado pertenece a C* € H¢(F(D)).

Demostracion: Sea ¢* = ¢(C*), el centro de C*. Entonces, para todo x € C*,

TP () = T (@) < e 700 (4.10)

y C* no serd descartado del espacio de bisqueda (como fuera definido por ¢.,) siempre

y cuando

[W(TP (") = W(TP" ()] < 7.
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De la condicién de Lipschitz de h y (4.10)) deducimos que:

(TP () = W(TP(@)] < LT () = T ()
= LT () = T @) < LE - e ) < g,

En consecuencia, siempre y cuando ¢ < ¢, C* no serd descartado por el € — -

descartador, y se cumplird con la consistencia. il

El Diseno del Observador

El Lema [50| establece que para que se cumpla con la consistencia, existe una cota
de # log (#) sobre el tiempo que un dado € — vy-descartador puede ser usado. Es
por ello que surgen dos inconvenientes, a saber: a) las celdas en la malla que son
vecinas de la que contiene al estado real pueden no ser descartadas, y b) e puede no

ser suficientemente pequeno.

Podriamos argumentar que si tomamos € lo suficientemente pequeno uno podria
superar este inconveniente. El costo de esta eleccién es un aumento en la carga compu-

tacional.

El observador que proponemos consiste de una concatenacion de descartadores
cuyo objeto es el de obtener una incertidumbre final pequena en la determinacion del

estado real del sistema. Nos encontramos ahora en posicién de presentar al observador:

Definicién 51 Dados un espacio de busqueda inicial D, la sucesion estrictamente
creciente T = {7, = t},,7 € Ng, ko = 0} C T y las sucesiones decrecientes de nimeros

positivos ¥ = {e;,7 € No}, I' = {~;,i € Ny}, el Observador es una funciénﬁ

OG-, 7,7, %,T,Y) : cmp(R"™) = [cmp(R™)N

18Que actia sobre D.
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dada por una concatenacion arbitraria de ¢; — y;-descartadores:

O, 7, Y, 5 ,Y) =D D2 b p DT b () (4.11)

€0,70 €1,71 €4y7Yi
donde la concatenacién debe ser entendida como una aplicacién sucesiva (en un sen-
tido temporal) de € — y-descartadores y refinamientos del mallado. Entonces, dados

dos descartadores

DT7,7T’L+1( ) = (7;_:i+1; Xi? y:—;i+l7 ¢'Yi7 ZZ)

€iy7Yi
Tid1,T T, Ti
Deii?’yﬁ_ﬁ( ) (7;-2:227 Xi i+1) ynff, ¢'Yi+1 ’ Zi—i—l),

definimos la concatenacion:

O(D,T,Y,%,T,Y) = DI+ o D172 (D) (4.12)

€i4+1,Yi+1

como sigue: sean Z; = {&4, & ... &L}y

. . .
Dk; = S}—ei(D) (glzc;)
el conjunto de estados correspondientes al ultimo valor de salida del ¢; —;-descartador

D7 (D) , v sea D el espacio de bisqueda dado por

D= ((X 4 Gepy) UX) N A y(Tig1)]ern (4.13)
donde
—€i+1 €it+14p Ti,Ti ~
Gery = { N \/_} y X = Tf “(Dk;). (4.14)
SiZiq = {& et o } es la salida de D02 (D) y si k* = kf +kf +
entonces

O<D7Ta Ta E,F,y) - {-b(], . Dk*} donde DO ]: (D) Dk*+1 _D y

(&) si 1<i<kr

-1 i+1 : * *
Sﬁiﬂ(ﬁ)(gj+ ) st kF+2<i<kr,
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Observacién 52

4.3.1.

. El conjunto D dado por las ecuaciones (4.13)) y (4.14)) es un refinamiento de los

miembros de la evolucién y descarte de los puntos de D hasta 7,1, refinamiento

compatible con la observacion de la salida del sistema (4.1)) en ese instante.

. En la préctica, la interseccion en (4.13]) no es realizada como alli se establece ya

que esto implicaria la evaluacién de h~!. Lo que en realidad hacemos es similar

a aquello que realiza el descartador (véase la Observacién .

. Notemos que debido a la Suposicién , el conjunto 153- es finito para toda j > 0.

. Para toda 57 > 0, Dj es el conjunto de todos los estados que permanecen luego

del proceso de descarte hasta el instante t;. Idealmente, para un t; suficien-
temente grande, ﬁj deberia ser un conjunto con un unico elemento: el estado
correspondiente al centro del hipercubo adonde se encuentra el estado real z(t;)

del sistema (4.1]).

. Aunque suponemos el conocimiento de la sucesion completa ) de muestras de

salida del sistema (4.1]), alcanza con conocer y(t;) en cada instante ¢, para
poner en practica cada descartador (y el observador). De esta manera, el ob-
servador procesa la informacién en tiempo real y en principio z(t;) puede ser

oportunamente recuperado.

Convergencia del Observador

En primer lugar, precisemos lo que se entiende por convergencia del observador

propuesto.

Definicién 53 Dado espacio de bisqueda inicial D € cmp(R™) y un observador O

para el cual

oD, T, Y., 5,IY)={D=Dy,,Dy,,....Dy,,...}
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donde cada D,, es un espacio de busqueda, tenemos que:

1. Dado un € > 0, el observador O converge con error de estimacion final € > 0 si

lim sup;,_, , o diam(D,, ) < e.

2. El observador O converge cuando el error de estimacion final es € = 0.

Como fuera sefialado en la Observacién 5214, idealmente el observador debe evo-
lucionar hasta que sélo quede en el espacio de busqueda el estado correspondiente al
centro del hipercubo donde el estado real del sistema se encuentra. Por supuesto
que aun en este caso, la incertidumbre en la determinacién del estado real es del orden
del radio de tal hipercubo. Evidentemente, podemos plantear dos requerimientos que

son suficientes para la convergencia:

1. El observador debe evolucionar a un conjunto con un tunico elemento, siendo

dicho elemento el centro del hipercubo que contiene al estado real del sistema.

2. El radio del hipercubo en cuestion debe ser arbitrariamente pequeno.

Observacion 54 Las condiciones establecidas arriba son suficientes pero no necesa-
rias. Vale decir que la convergencia segiin se ha establecido en la Definicion [53| puede
lograrse sin que el observador necesariamente evolucione a un espacio de busqueda con
un solo elemento. De todas maneras, partimos de estas condiciones para tener mayor

precision en la buisqueda de condiciones que aseguren la convergencia del observador.

A continuacién presentaremos un resultado que establece condiciones bajo las cua-
les estos requerimientos seran (parcialmente) cumplimentados. Pero introduzcamos

primero la siguiente

Definicién 55 Dados los nimeros positivos 7,¢ y K € cmp(R"™) x cmp(R"™), con-
sideremos A(e, K) = {(x1,22) € K : |x; — 29| > €}. Entonces el sistema se
dice y-observable sobre A(e, K) si para todo (x1,z2) € A(e, K), existe t* > ¢, tal que
(TP (1) = (TP (22))] > 2.
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Observacién 56

1. Notamos que si el sistema (4.1) es y-observable entonces, de la Proposicién
, se sigue que es 7y-observable sobre A(e, K) para todo € > 0y todo K €
cmp(R™) x cmp(R™). También notamos que si para un cierto € > 0 y un cier-
to K € cmp(R™) x cmp(R"), el sistema (4.1)) es y;-observable sobre A(e, K),

también es p-observable sobre A(e, K) siempre que 7, < 7.

2. Cualquier sistema lineal observable es ~-observable sobre los conjuntos
A(y/k, E x E) para algin £ > 0 y cualquier £ € cmp(R") tal que zo € E.
Sea w(t) := CeAl=%) como (C, A) es un par observable, sea cual fuere 7 > t,
W(r,ty) = ftz |lw(t)||>dt es definida positiva. Luego se sigue que existe ty < t < T
tal que [y(t,to, Z, u(t)) — y(t, to, xo, u(t))[* = o(7,t0)|z — zof*/(2(r — o)), con

o(7,tp) el menor valor singular de W(r,ty). Por lo tanto, concluimos que si

kK < \o(r,t)/(8(1 — o)) el sistema es v-observable sobre los conjuntos

A(y/k, E X E).

El siguiente resultado sera utilizado en lo que sigue.

Proposicién 57 Dados los nimeros positivos v, €, y un espacio de bisqueda D que
verifica la Suposicion , asumamos que el sistema es y-observable sobre A(e, D x
D). Luego para cualquier par (z1,x2) € Ale,D x D), existe
to(to, x1,29,7) = min{t >t : |h(TJf0’t(x1)) — h(T;O’t(xgm >~}. Si ademds
consideramos el conjunto A = {t.(to,z1,29,7) : (z1,22) € A(e, D x D)} y si
t*(to, 7y, €, D x D) := sup A, entonces ty < t*(tg,v,€,D x D) < 0.

Demostracion: Sea (x1,x2) € A(e, D x D). Entonces, debido a la vy-observabilidad del
sistema (4.1)) sobre A(e, D x D) y al hecho de que D verifica la Suposicion [37} el
conjunto

{t >ty : [T (@) — h(T1 ()] = 7}
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no es el conjunto vacio y tiene una cota inferior (ty). De la continuidad de |h(T;°’t(x1))—
h(TJfO’t(xg))\ con respecto a t se sigue inmediatamente que este conjunto es cerrado
en R y, en consecuencia, alcanza un minimo al que denotamos ¢, (to, 1, T2, 7).

Por otro lado, ya que D X D es un conjunto compacto, y como consecuencia de la
continuidad de ,(to, 1, T2, y) con respecto a (x1, ), se sigue inmediatamente que de
hecho t*(to,v,€, D x D) = max A y que las desigualdades ty < t*(tg,v,€, D x D) < 00

se verifican. i

Observacion 58 Dados los niimeros positivos v, €, si el sistema es y-observable
sobre A(e, D1 x Dy), también es y-observable sobre A(e, Dy X Dj) para cualesquiera
D1, Dy € cmp(R") tales que Dy C D vy, adicionalmente, t*(to,7,€, Do X Dy) <
t*(to, v, €, D1 X Dy).

Ahora nos encontramos en posicion de presentar el resultado principal del capitulo.

Teorema 59 Consideremos al sistema . Sea un conjunto D el espacio de busque-
da inicial que verifica la Suposicion |37}, y sean zg € D y tg los estado y tiempo iniciales,
respectivamente. Consideremos ademds al conjunto E € cmp(R") que contiene a D
(D C E), un espacio ambiente lo suficientemente grande donde el sistema pueda

evolucionar. Sean x € (L¥ 2LF), y

2Ll ()
LE LE

Supongamos que el sistema (4.1]) es yp-observable y que existe un nimero positivo
Y < Y0/4 tal que t*(v, s, ?g: ,B*) <t*(v, v, 35, %) paratodo v € [to, t*(to, Y, 15, £)],
donde E* = {(x1,x2) € E X E : |h(x1) — h(za)| < 7./2}.

Entonces, existen dos sucesiones estrictamente crecientes T = {to,t1, - ,tg, - }
y T ={r = tx,i € No,kp = 0} C T y dos sucesiones decrecientes de niimeros
positivos ¥ = {¢;,1 € No} y I' = {;,7 € No} con lim; ,o06; = €, y im0 vi = 7
tales que para Y = {y(to),y(t1),...,y(tx),...} C RP, la sucesién de muestras de
salida del sistema correspondientes al estado inicialz(ty) = xo, el observador
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O(D, T, T, E, F7 y) =D D2 ... DT L (D)

€0,70 €1,71 €iyYi

converge con error de estimacién final 6Ge,.

Demostracion: Para o € (0,1) considérese

1 £\° 2LE\ flle, [ &
AT = —1In (—) y K= TR n (— ) |, 4.15
L7 \Lp { WL? LE (4.15)

donde |-| es la parte entera. Definimos I' mediante la recurrencia

Yi+1 = mMAax {%GL?AT/Y*} ) i Z 07

[e%
y notamos que debido a los valores tomados para k y «, L}EAT =In (ﬁ) < aln(2)
h
y, en consecuencia, existe un nimero minimo ¢* > Lﬁ log, (%)J +1, tal que v; = 7,
para todo i > i*. De ahi I' = {~9,71,...,7+}. Ahora, definimos 3 = {eg, €1,..., €}

como sigue

T si 0<d<if—1
€ = 72%; si 1=1"—1 (4.16)
o8l oi=10"
Seguidamente, y con el propésito de definir Y = {7y, 71,...,7ix}, sea 79 = to y para
cada i € {0,1,...,79* — 1}, 7,11 — 7 = A7;. Luego tomamos

AT = (4.17)

+o00 si 1 =1*.

{AT si0<i<i*

Finalmente, con el propésito de definir 7T, sea

1 ﬁ}/* 3’}/*
= 3 t* [ *7_7E* _t* 7%y 7_7E* 9
= (P B = e 5, )

que, de acuerdo a las Observaciones [56/1 y B8, es un nimero positivo. Consideremos
AT = A1/K, con Aty K dados por (4.15]). Entonces si 7;+ = ¢y + kAT, definimos

AT; =t;11 — t; como

(4.18)

AT si 0<i<k®
AT, =
min{p, AT} si i > k>
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Ahora, con el objeto de demostrar la convergencia del observador, dos puntos

deben ser considerados: el descarte y la consistencia, i.e. si

O(D,T,T,E,F,y) = {DO,DM---,DT*},

y D, es la salida del observador en ese instante, digamos, t*, entonces D,. es
(idealmente) un conjunto de un solo elemento (descarte) y si z(t*) es el estado real
del sistema , z(t*)) € H*(D,+) (consistencia).

Descarte. Ya que AT verifica la hipdtesis del Lema 49, entonces para cada € — -
descartador de la concatenacién, el descarte estd garantizado siempre y cuando se
cumpla con la consistencia.

Consistencia. Sea C = F, (D), luego, como zy € D, se sigue que existe ¢ € C tal
que z9 € H({c}). De la definicién de A7, obtenemos

0<Arp=AT < Li?log (%) = Liflog (%) ,
y, de acuerdo con el Lema ¢ no sera descartado por D7 (D).

€0,70

Ahora consideremos la conmutacion de D7 (D) a D7072(D;) donde, de acuerdo

€0,70 €1,71
a (1),

Dy = ((X + G ) UX) N [h~ (y(m))]e-

y. como en (ETH),
X = T}-O’Tl (Dkg)

Sean 1y = ege A, ¢ = 7™ (c) y & =T (x0). Entonces

= Como €; =1)/2, H”O({?}) C UreHﬂ(”E+Gel) r.
= 7€ H™({c}) y por lo tanto existe & € ¢ + G, tal que Z € H ({¢}).
» 7€ h ' (y(m)) y entonces dist(¢, h " (y(m))) < |¢ — 7| < €.

Entonces ¢ € D, y este estado, que representa la celda en R™ donde el estado real

del sistema T cae en el instante 7, no es descartado en el proceso de obtencion de
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D;. Utilizando el mismo argumento, y por la definicién de T,> y I', la consistencia
se cumplira hasta 7;+ y hasta la construccion de D;«.

Desde 7;+ en adelante, el Lemal[50|ya no asegura la consistencia ya que A7r;x = 400.
En consecuencia, solamente permanece el descarte porque los valores de AT; como
fueran dados por verifican las condiciones del Lema [49|

Supongamos que x(7;+) es el estado real del sistema en el instante 7;+ y que
c* es tal que (1) € H% ({c*}). Para un dado j > i* sea, ty;,tx;41 = tg, + AT en
T tal que g, < t*(7Vs, 3=, B x E) < ty,11. Entonces, debido a la eleccién de p, para

i%t ’ .
todo ¢ con |c — ¢*| > 381*, T (c) serd descartado a lo sumo en el instante #;,. En

consecuencia, si Dy es la salida del observador en el instante ¢, entonces si n = %ei*,
Ti*atkj

ﬁkj CTy (H"({c¢*})). Ahora tomemos cualquier ¢ € D;« tal que T;i* i (¢) € Ekj.
Luego, si M es la capsula convexa de H*'({c}), z(1;x) € M. 1

4.4. Extension a Sistemas con Controles

En esta seccion nos proponemos extender los resultados vistos en la seccién an-
terior a sistemas con controles a lazo abierto (Véase [25]), es decir a sistemas de la

siguiente forma:

{ &= J@u) (4.19)

y = h(x)

donde u : [tg, +00) — R™ es una entrada localmente acotada y medible Lebesgue
perteneciente a la clase de funciones que denotaremos U y, a diferencia de ,
f:R" x R™ — R"™ que es localmente Lipschitz continua en el primer argumento
uniformemente sobre el segundo.Dado un zy € R" denotamos x(t, to, o, u(t)) a la
(inica) solucién de & = f(x,u) cuya condicién inicial es x(tg, to, g, u(tyg)) = x. Por
simplicidad, definimos f,(z) := f(z,u). Al igual que en la seccién anterior denotamos
de manera andloga T;Z’t(xo) = x(t,to, v, u(t)) y, cuando queda claro del contexto,
x(t) = x(t, to, xo, u(t)) e y(t) = h(z(t)).

Debemos repostular las nociones de observabilidad que utilizaremos en considera-
cion de la dependencia de la evolucion del sistema con respecto a los controles u € U,

i.e. aunque la salida del sistema no dependa directamente de los controles existe la
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posibilidad de que los valores de dicha variable afecten la observabilidad (en tanto
que posibilidad de distinguir entre estados iniciales) del sistema. Si por ejemplo el

sistema a observar fuese:

¥1 =21 + g(u)xs
Ty = —1 (4.20)

Y=o

entonces todo valor us, € R™ tal que g(us) = 0 hace que el sistema no sea obser-
vable. En particular que para cada x; € R" fijo, {(x1,22) : 29 € R™} sea un conjunto
de estados indistinguibles entre si. A las entradas {u € U : u(t) = ug,t € [ty, +00)} se
las conoce como entradas singulares. En general no tienen porqué ser funciones cons-
tantes, aunque para este sistema en particular (por ser tiempo invariante) dg/0t = 0
haciendo que esto sea asi.

También la observabilidad puede depender de manera mas cuantitativa con res-
pecto a los valores de las entradas. Por ejemplo, para un sistema lineal como el
Gramiano de observabilidad puede estar mejor o peor condicionado segun los valores
de u haciendo que la observabilidad no sea uniforme con respecto a dichos valores
(considérese por ejemplo el caso en que u — uy). Aunque no prestaremos especial
atencién a esto tltimo es una razén méas que justifica la importancia de las entradas
con respecto a la observabilidad del sistema. Luego, es necesario considerar una de-
finicién de observabilidad mas completa (véase [23]). De hecho, solamente tenemos

que redefinir el concepto de indistinguibilidad:

Definicién 60 Un par de estados (zg, ;) € R™ x R” se dice indistinguible para el

sistema 1’ si para todo u € U, h(T;ﬁS’t(xo)) = h(T;ﬁS’t(x{))) Yt > tp.

Luego la Definicion [26] sirve para los casos con controles a lazo abierto sin modifi-
caciones. Para el caso de la y-observabilidad (Def. también bastara con modificar

la respectiva ~-indistinguibilidad. Sin embargo, haremos una modificacion
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Definicién 61 Dados v >0y u € U,

Un par de estados (xg, z) € R™ x R™ se dice y-indistinguible (con respecto a u) para
el sistema l} si h(TJfS’t(:co)) = h(TJfS’t(:cg)) Vit > to.

A partir de esta definicién se define en forma andloga la ~y-observabilidad (con
respecto a u ). Como se puede ver, la Definicién [61] (a diferencia de la Def. resulta
menos restrictiva en cuanto a que no se pide que se cumpla para todo u € U, basta
con que se cumpla para una entrada en particular. Es decir, admitimos la existencia
de entradas singulares aunque como el sistema a observar seré observable con respecto
a una entrada en particular, la entrada u aplicada serd una entrada universal (i.e.,

una entrada no singular).

Observacién 62

» Como puede notarse, la nocién de entradas universales (aquellas que no produ-
cen estados indistinguibles) subyace a aquella de la observabilidad en el sentido
de la Definicién 26| pues si la observabilidad se cumple no pueden existir entradas

singulares. Por el contrario, para la Definicién [61] esto no es asi.

» Para una funcién de entrada u € U dada, también vale una versiéon analoga de

la Observacién [A0] para sistemas con controles a lazo abierto.

» En lo que sigue asumiremos que al sistema (4.19) se le aplica una entrada v € U

fija, aunque de todas formas arbitraria.

Para un conjunto E € cmp(R"), considerando que tenemos un control fijo u € U

podemos expresar || f,||¥ como:

I fullez = sup{f(z,u®)): z € E, t € [ty, +00)} (4.21)

o bien, en el caso de que las funciones de entrada v € U sean u : [ty, +00) — U donde

U € cmp(R™):

lfulle = méx{f(z,u) :x € E, ue U} (4.22)
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El caso sirve para un control u € U fijo como supondremos (si || fu||z < 00),
pero de todas formas si contamos con una definicién como la del caso también
podemos extender los resultados de los Lemas [49) y [50] y el Teorema [9] para familias
de entradas no necesariamente determinadas a priori. Luego, dichos Lemas y Teorema

quedan expresados como sigue:

Lema 63 Sean 7, ¢ nimeros positivos y sea que el sistema es y-observable
(con respecto a un u € U dado) con espacio de bisqueda D C E con E € cmp(R")
el espacio ambiente para las trayectorias del sistema sobre el intervalo de tiempo
de interéﬁ. Consideremos el ¢ — v-descartador D7:2°(D) = (T, X, Y, ¢, Z) donde
T ={tr =to+ kAT, k € No}. Si AT > 0 cumple con:

2

AT < ———7—
2Ly || full 2

entonces la condicién de descarte se verifica.

Ya que el Lema depende de la constante de Lipschitz de f, para el caso no
autonomo debemos reformular dicha constante considerando que no solo depende
de los estados sino también de la entrada w. Luego, dado un v € U fijo, || fullg =
sup,ep{f(z,u(t)) : t € [to, +00)} < 0o Entonces estamos en condiciones de establecer

el siguiente

Lema 64 Dados ¢ > 0, v > 0, y el correspondiente ¢ — vy-descartador, con 7 = t,

7T =400,y D,y FE como en el Lema sit e T verifica que:

_ 1 ¥
t—tg < —1 —
" IE (eLf)
entonces si t = ¢y,
<¢~y(ﬂ th—1,Ek—1, Uk, Sﬁ(D)(C(C*))> =1

donde el estado real del sistema observado pertenece a C* € H¢(F.(D)).

9Debido a la y-observabilidad (con respecto a u) se sigue de la Proposicién 41| que este intervalo
es finito.
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Por 1ultimo, reestablecemos el resultado del Teorema/b9| para sistemas con controles

a lazo abierto como sigue:

Teorema 65 Consideremos al sistema . Sea un conjunto D el espacio de busque-
da inicial que verifica la Suposicion 37} y sean ¢y € D y ¢, los estado y tiempo iniciales,
respectivamente. Consideremos ademads al conjunto £ € cmp(R"™) que contiene a D
(D C E), un espacio ambiente lo suficientemente grande donde el sistema pueda

evolucionar. Sea k € (L¥ 2LF), y

2LE
o= 2z, (1)

L¥ LE
Supongamos que el sistema es yg-observable (con respecto a un u € U dado)
y que existe un numero positivo v, < 7p/4 tal que t*(7,, %, E*) < t*(ve 1=, E7),
donde E* = {(z1,22) € E x E : |h(z1) — h(z2)|] < 7/2}. Entonces, existen dos
sucesiones estrictamente crecientes T = {to,t1, - ,tx, -} v ¥ = {1 = t},,i €
No,ko = 0} C T y dos sucesiones decrecientes de nimeros positivos X = {e¢;,1 €
Not} y T' = {v,i € No} con lim; ,o6; = €, v lim; ooy = 7 tales que para
Y = A{y(to),y(t1),...,y(te),...} C RP, la sucesién de muestras de salida del siste-
ma correspondientes al estado inicialz(tg) = g, el error final de estimacién de

estado del observador

O(D, 7-, T, E, F, y) — DTo,Tl > DT1,7'2 DD DTi»TiJrl > v (D)

€0,70 €1,71 €337V
es menor o igual a 6e,. Més ain, la convergencia (en el sentido de que sélo sobreviva al
descarte la celda C' que contenga al estado real = del sistema y tal que diam(C') < 6e,)

se alcanza en tiempo finito.

Observacién 66 Las demostraciones de estos resultados siguen las mismas lineas
que para los Lemas [9] y el Teorema |59, Por otro lado estos resultados también

dependen de la Proposicién [41] Esta tltima no pierde validez para sistemas como
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(4.19) ya que para controles a lazo abierto u € U como los que admite dicho sistema
la funcion p en la demostracion de dicho resultado sigue siendo una funciéon continua

sobre E X [tg, +00).

4.5. Ejemplos Numéricos

4.5.1. Sistemas Auténomos

Como primer ejemplo de este enfoque alternativo al problema de observacion de

estados utilizaremos el siguiente sistema Lipschitz continuo auténomo

ZL:l = 0'(172 — I1>
Tog = fL’l(P - $3) — T2

T3 = T1Ty — T3

| y=h(z)
para
1, sixy >0
hz)=4 ' (4.23)
0, en otro caso.

y con o = 10, f = 8/3 y p = 28. Para esta configuracién de valores de los pardme-
tros el sistema exhibe comportamiento caético ([28]). Los parametros del observador
AT y At se eligen suficientemente pequenos acorde a las condiciones impuestas por
el Teorema |59y € es lo suficientemente grande como para reducir la carga compu-
tacional en las primeras iteraciones para las cuales el espacio de busqueda es mas
grande. La dindmica del observador puede ser vista en la Figura [1.12} el observador
comienza con un espacio de bisqueda “grande” (un plano [—3,3] x [—3, 3] inmerso
en h™'(y(ty))) que por supuesto incluye la condicién inicial del sistema observado
(zo = [0,6,—1,2,1,2)).

Este conjunto reduce su tamano a medida que el tiempo avanza, de esta ma-

nera el algoritmo reduce su esfuerzo rdpidamente. Como se puede ver en las Figu-
ras [£.13[[4.14] el error de estimacién] se reduce rapidamente, en especial cuando los

20 Para cada t € T el error de estimacién se define como la maxima de las distancias entre
los elementos del espacio de busqueda y la correspondiente trayectoria de la variable de estados
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€ — y-descartadores conmutan@ donde la resolucion se incrementa y se siguen futuros

descartes. Por 1ltimo, notamos que el error de estimacién para x; es inicialmente cero
va que h1(y(tg)) = {(x1, T2, 23) : 22 € R, 23 € R, 21 = y(to)}-
4.5.2. Sistemas con Controles

Con el propdsito de exhibir como funciona el observador para el caso con controles

a lazo abierto consideramos el siguiente sistema Lipschitz continuo:

Zfl = UT9
[Eé = —Uur
y = h(z)

donde h(z) estd definida como en (4.23). La entrada es una funcién diente de sierra
definida como u(t) = t/3 — [t/3]. Se ve claramente que f(z,u) es una funcién lo-
calmente Lipschitz continua uniformemente sobre los valores de las entradas u con
constante de Lipschitz LF, = sup;c, .oy {|u(t)|} (L7, = 1 en este caso). Por otro lado
h tiene constante de Lipschitz igual a 1.

Los parametros AT y A7 del observador se eligen lo suficientemente pequenos
de acuerdo a las condiciones impuestas por el Teorema 65|y €, es lo suficientemente
grande como para reducir la carga computacional de las primeras iteraciones del
algoritmo observador mientras el espacio de buisqueda es grande.

La evolucion de la dindmica del observador se puede ver en las Figuras|4.1544.16; el
observador comienza con un espacio de busqueda suficientemente grande (un segmento
[—2,2] contenido en A~ (y(ty))) que incluya la condicién inicial del sistema observado
(xg = [0,1]). Este conjunto reduce su tamano al transcurrir el tiempo, reduciendo
rapidamente el esfuerzo computacional del algoritmo. Como puede ser observado en
la Figura [£.17], el error de estimacién se reduce rapidamente, en particular cuando
los € — ~-descartadores conmutan y se incrementa la resolucion del mallado y se
continda de futuros descartes. Por ultimo, notamos que el error de estimacion para

71 es inicialmente cero ya que h™(y(to)) = {(z1,22) : 72 € R,z = y(to)}-

(coordenada a coordenada).
21Las primeras tres conmutaciones se indican con zonas grises alternadas.
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Figura 4.15: Espacio de bisqueda y salida vs. x; vs. tiempo.

Figura 4.16: Espacio de busqueda vs. x5 vs. tiempo.

Figura 4.17: Error de estimacién vs. tiempo.
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4.6. Conclusiones

En este capitulo hemos propuesto un observador que converge bajo pocas suposi-
ciones “estructurales” respecto del sistema observado. Esto fue logrado a expensas de
un método que es “paralelo” en el sentido de que varios estados posibles son evaluados
al mismo tiempo. No obstante, tal estructura paralela esta lejos de ser de fuerza bruta
y puede ser aplicada sin mayores inconvenientes en computadoras modernas. Se han
presentado ejemplos numéricos que validan dicho diseno para los casos auténomo y

con controles a lazo abierto.



Capitulo 5

Método Alternativo — Sistemas

Conmutados

5.1. Introduccion

En la ultima década, el estudio de sistemas conmutados ha recibido gran aten-
cién por parte de la comunidad cientifica especializada. Mayormente motivada por el
rapido desarrollo del drea de control inteligente (Véase [38] y las referencias alli ci-
tadas para mayores detalles). De hecho, los sistemas conmutados nos permiten, por
ejemplo, modelar la parte continua de un sistema hibrido (Véase [8, 41]). Un sistema
conmutado es un sistema dinamico que consiste en una familia de subsistemas, que en
este capitulo asumimos que evolucionan en tiempo continuo, y una regla légica (de-
pendiente del tiempo o del estado) que orquesta la conmutacion entre estos diferentes
subsistemas.

A pesar de su aparente simplicidad los sistemas conmutados a veces pueden com-
portarse de maneras muy complejas. Por ejemplo, una trayectoria obtenida de entre

subsistemas asintéticamente estables puede ser divergente (Véase [38])

El problema de estimacion de estados ha sido investigado por varias décadas co-
mo ya hemos mencionado antes. Para el caso especifico de los sistemas conmutados el
disenio de un observador para el caso lineal (i.e. cuando cada uno de los subsistemas
es lineal) ha sido estudiado durante la década pasada y se han desarrollado diferentes

estrategias de diseno. En [2 4] y [47] se asume que cada subsistema es observable y

91
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admite un observador, forzando de esta manera la existencia de una funcién de Lya-
punov comin o de un dwell-time fijo.En [13], [54] y [57] no se asume observabilidad
para cada subsistema en particular, pero los autores recurren a la nociéon de obte-
ner la observabilidad mediante la conmutacion, y se propone una condicion suficiente
para recuperar la informaciéon del estado completo luego de una o multiples conmu-

taciones. La salida y sus derivadas son utilizadas para recuperar el estado del sistema.

Por otro lado, no hay mucho en la literatura sobre el diseno de observadores pa-
ra sistemas conmutados no-lineales. En [5] se presenta un observador para sistemas
conmutados no-lineales auténomos con saltos, mientras que en [50] se dan condi-
ciones para la observabilidad y el disenio de observadores para sistemas conmutados
no-lineales. En ambos casos los campos vectoriales y las funciones de salida que des-
criben la evolucién y salida de cada subsistema se suponen suaves. En [56] se presenta
el diseno de un observador robusto para sistemas conmutados no-lineales en tiempo

discreto, donde los subsistemas que lo componen son del tipo Lipschitz continuo.

En este capitulo presentamos un observador para sistemas conmutados no-lineales
en tiempo continuo compuesto por subsistemas cuya dindmica esta descripta por cam-
pos vectoriales Lipschitz continuos (véase [27]). Las estrategias mencionadas arriba no
pueden ser aplicadas al diseno de observadores para esta clase de sistemas conmutados
a no ser que se apliquen restricciones severas sobre la senal de conmutacion.

El enfoque que tomamos aqui para el problema de observacién de estados es similar

al desarrollado en el capitulo anterior.

5.1.1. Clases de Sistemas Conmutados

La teoria de control tradicionalmente se dedicé al estudio de sistemas dinamicos
continuos o discretos por separado, sin embargo una “mezcla” de ambos se encuentra
frecuentemente en el mundo real.

Cuando un modelo matematico consiste en la interaccién entre un sistema cuya
dindmica esta descripta por una variable continua con otro cuya dindmica en cambio

es discreta se tiene lo que en la literatura se conoce como un sistema hibrido. La parte
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continua puede estar representada por un sistema de control en variable de estado
de la forma & = f(z,u) con estado x € R" y variable de control o entrada u € R™.
Por otro lado tendremos la dindmica discreta, esta bien podria estar descripta por
una maquina finita de estados, i.e. con una variable m que toma valores en algin
conjunto finito >, y donde las transiciones entre los distintos estados son disparadas
por una variable de entrada apropiada v. Un sistema hibrido propiamente dicho surge
cuando la variable u de entrada al sistema continuo es de alguna manera funcién del
estado m del sistema discreto y, por otro lado, la entrada v al sistema discreto es por
su parte funcién del estado x del sistema continuo.

Veamos el siguiente ejemplo ilustrativo ([9])

Ejemplo 67 Un modelo muy sencillo para describir el movimiento de un automavil

podria ser

fl = X9

Ty = f (a7 m)
donde x; es la posicién, x5 la velocidad, a la entrada de aceleracién y
m € {1,2,3,4,5,—1,0} es la posicién de la caja de cambios. La funcién f deberia ser
negativa y decreciente en a cuando m = —1, negativa e independiente de a cuando
m = 0, y creciente en a, positiva para un a lo suficientemente grande, y decreciente
en m cuando m > 0. En este sistema x; y x5 son los estados continuos y m es el es-
tado discreto. Las transiciones o cambios en la variable discreta claramente afectaran
la trayectoria continua. En el caso de un automévil con transmision automaética la
evolucion de la variable discreta estara por su lado determinada por la evolucién de la
velocidad, i.e. de la variable continua x,. En caso de que el automévil tenga transmi-
sion manual las transiciones seran controladas por el conductor. También es natural
considerar variables de salida que dependan tanto de la variable continua como de
la discreta, como puede ser un tacémetro que mide las revoluciones por minuto del

motor y que es funcién tanto de x5 como de m.



94

En este capitulo, como suele ser en la mayoria de los trabajos en Teoria de Control
y Sistemas, centraremos nuestra atencion a sistemas hibridos para los cuales la parte
discreta esta gobernada por eventos de conmutacion aislados (a diferencia de la éptica
de las Ciencias de la Computacion adonde la dindmica de la parte discreta juega un
rol mucho més relevante en el andlisis). Estos sistemas son conocidos en la literatura
como Sistemas Conmutados.

Los eventos de conmutacion de un sistema conmutado son tipicamente clasificados

€I1l:

» Estado-dependientes versus tiempo-dependientes.

» Auténomos (no controlados) versus controlados.

Por supuesto se pueden dar combinaciones entre estas categorias. Las repasamos

brevemente.

Conmutacion estado-dependiente

Supongamos que al espacio de estados continuos (e.g., R") se lo particiona en
un numero finito o no de regiones de operacion mediante el uso de una familia de
superficies de conmutacion. Cada una de estas regiones estara gobernada por un
subsistema dindmico continuo (con o sin controles). Cada vez que una trayectoria
toca una de estas superficies de conmutacién el estado continuo salta a un nuevo
valor especificado por un mapa de reposicionamiento.

Cuando hay saltos instantaneos inducidos por el mapa de reposicionamiento en
el estado continuo se habla de un efecto impulsivo. Un caso particular es aquel en el
que tales efectos impulsivos estan ausentes, i.e., el mapa de reposicionamiento es la
identidad. Esto significa que la trayectoria es continua en todas partes, aunque en
general pierda la diferenciabilidad cuando atraviesa una superficie de conmutacion.
En lo que sigue solo prestaremos atencion a la construccion de observadores para
sistemas sin efectos impulsivos.

Reglas de conmutacién estado-dependientes mas complicadas también son posi-

bles. Por ejemplo, las regiones de operacion del sistema podrian superponerse y una
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dada superficie de conmutacion podria ser solo reconocida si el sistema se encuentra
en un estado discreto determinado. La conmutacion con histéresis da a lugar a este

tipo de comportamiento.
Conmutacion tiempo-dependiente

Supongamos que se da una familia {f; : ¢ € m} de campos vectoriales de R" a
R™, donde tipicamente m = {1,...,m} es un conjunto de indices. Esto da lugar a la

familia de sistemas

T = fi(z), i € m. (5.1)

Las funciones f; se suponen suficientemente regulares, i.e. como minimo localmen-
te Lipschitz continuas.
Para definir un sistema conmutado generado por la familia de arriba necesitamos

de la nocién de senal de conmutacion.

Definicién 68 Una senal de conmutacion es una funcién o : [tg, +00) — m cons-
tante a tramos que tiene una cantidad finita de discontinuidades a las que llamamos
instantes (o eventos) de conmutacion sobre cada intervalo acotado de tiempo, y que
permanece constante (i.e. no hay otras discontinuidades) entre dos instantes de con-

mutacion.

El rol de o es el de especificar para cada instante de tiempo ¢ un indice o(t) € m
que indica el subsistema activo en dicho instante, i.e., el sistema de la familia que
se esta siguiendo. Adicionalmente, las senales de conmutacion se suponen continuas
desde la derecha, i.e.: o(t) = lim, 4+ o(7) para todo 7 € [tg, +00).

Notese que de hecho es dificil hacer una distincion formal entre conmutacion
estado-dependiente o tiempo-dependiente. Si los elementos de m tienen una corres-
pondencia biunivoca con las regiones de operacion que fueron discutidas arriba y a su
vez con los subsistemas de la familia correspondiente, luego toda posible trayectoria

del sistema con conmutacion estado-dependiente también es solucion del sistema con
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conmutacion tiempo-dependiente para una senal de conmutacién definida apropiada-
menteE] (como veremos més adelante). Sin embargo, al revés no vale por lo que el
sistema con conmutaciones tiempo-dependientes puede verse como un modelo “méas
amplio” del sistema con conmutaciones estado-dependientes que podria describir, por

ejemplo, incertidumbre en la ubicacién de las superficies de conmutacion.
Conmutacién autonoma versus controlada

Por conmutacién auténoma entendemos a aquellos sistemas adonde no hay control
sobre el mecanismo que dispara los eventos de conmutacion del estado discreto. Esta
categoria incluye por ejemplo a los sistemas estado-dependientes cuyas superficies
de conmutacion estan predeterminadas. El problema de observacion de estados para
sistemas de estas caracteristicas serd analizado en la Seccién 5.4l

Por el contrario, en muchas situaciones la conmutacién es impuesta en la etapa
de diseno con un determinado objetivo. En este caso se tiene control directo sobre el
mecanismo de conmutacién (que puede ser estado-dependiente o tiempo-dependiente).
A este caso también lo denominamos no-auténomo y sera del que nos ocuparemos en
la Seccién [5.3], especificamente el caso tiempo-dependiente con sefial de conmutacién

conocida por el observador.

5.2. Formulacion del Problema

Entonces en este capitulo nos concentraremos en construir un observador para un

sistema conmutado con salidas de la forma descripta por:

©(t) = fou(z(t))
y(t) = h(z())

donde P = {f; : R® — R",i € m}, con m = {1,...,m}, es una familia finita de

(5.2)

campos vectoriales localmente Lipschitz continuos, A : R® — RP donde p < n es un

mapeo localmente Lipschitz continuo y o : [tg, +00) — m.

L Aunque en este caso, en general, se pierde la continuidad por derecha.
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De acuerdo a la naturaleza de la funcion o consideraremos dos clases de sistemas

conmutados:

I. Sistemas conmutados no-auténomos, cuando o(t) no dependa del estado del

sistema.

1. Sistemas conmutados autdonomos, cuando exista una funcién w : R — m tal

que o(t) = w(z(t)) donde z(t) es el estado del sistema ([5.2)) en el instante ¢.

En este capitulo propondremos la utilizacion del método alternativo de observacion
de estados a ambos casos. Sin embargo, como se podra verificar luego, este marco de
trabajo serd aplicable sin dificultades para el primer caso sélo cuando o sea una
senal conocida para el observador (el caso denominado como modo conocido en la
literatura).

En primer lugar, nos concentraremos en resolver el problema para un sistema
conmutado no-auténomo. Luego, mediante modificaciones y suposiciones adicionales

extenderemos el método al caso auténomo.

5.3. El Observador — caso no-autonomo

Para este caso haremos la siguiente suposicién sobre o(?):

Suposicién 69 o es una sefial de conmutacién (Def. [68).

Observacién 70 Debido a la regularidad de los campos f;(z), i € m, para cada
condicién inicial xy € R™ y cada senal de conmutacién o que verifique la Suposicién [69]
existe una unica solucion cléasica de la ecuacion diferencial en , i.e., una funcion
absolutamente continua x(t, to, x¢) definida en un intervalo maximal I, = [to,t;) tal

que (¢, to, x0) = fow (@(t,to, x0)) para caso todo t € I, y donde x(to, to, x9) = 0.
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La solucién x(t, t, xg) es completa hacia adelante si I, = [to, 00). Denominaremos
S a la clase de senales de conmutacién que verifican la Suposicion |69|y tales que las
soluciones x(t, tg, xo) sean completas hacia adelante para cada x.

Por simplicidad, supondremos que ty esta fijo y, haciendo uso de una notacién si-
milar a la del capitulo anterior, denotaremos ijg’t(xg) = z(t,to, o). También, cuando

quede claro del contexto, x(t) = x(t,to, xo) € y(t) = h(x(t)).

El objetivo sigue siendo el mismo, i.e. producir una estimacion z(t) del estado del
sistema basandonos en una nocién de observabilidad tan débil como sea posible
compatible con la hipodtesis ciertamente generales del sistema.

En este caso la nocién de observabilidad que surge de las definiciones de [23] debe
ser adaptada para el caso conmutado no-autéonomo: i.e., debido a que la senal de con-
mutacion entra en juego la definicién de observabilidad necesariamente tendra que

ser reforzada.

Definicién 71

» Un par de estados zg, z; tales que z¢ # z{, son indistinguibles para el sistema

(5-2) si Vo € S, Vit > to, h(T" (x0)) = h(TP" (af))-

» El sistema (5.2)) es observable en x( si no existe un zj tal que el par (zq, zf) sea

indistinguible. El sistema es observable si lo es en z(, para todo estado x.

Observacion 72 Ahora si consideramos a la senal de conmutacion ¢ € & como
una entrada, la nocién de entradas universales (aquellas que arrojan estados indis-
tinguibles) subyace a la observabilidad: no pueden haber entradas singulares si la

observabilidad se verifica.
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El principio béasico de funcionamiento del observador para estos sistemas serd el
mismo que para el capitulol4]por lo que necesariamente también haremos la Suposicion
También, como en el capitulo previo y por las mismas razones, es necesario adecuar

la nocion de observabilidad introduciendo una regiéon de incerteza en la medicion.

Definicién 73 Dados v > 0, 0 € S,

» Un par de estados (x,z2) se dice y-indistinguible (con respecto a o) para el

sistema 1} si para cada t > t, |h(T;2’t(x1)) - h(TJfg’t(xgm <.

» El sistema ([5.2)) es v-observable (con respecto a o) si para todo (z1,x2), 1 # X9

existe t* >ty tal que |h(TJf§’t* (1)) — h(T}g’t* (xq))| > 2.

Aqui también vale la Observacién [0}
En lo que sigue se supondréd que una entrada de conmutacién ¢ € S arbitraria
pero fija se aplica a (5.2]) y que todas las propiedades o-dependientes estarén referidas

a esta senal de conmutacién, por lo que omitiremos mayores referencias a ella.

Observacién 74 El resultado de la Proposicién [I], dado que se verifique que el
sistema ([5.2)) sea y-observable como en la Definicién [73] es vélido sin modificaciones
adicionales a la de considerar el operador evolucién T}, en lugar de 7. Esto se debe

a que, aunque las funciones o € S puedan no ser continuas, T;St() eC(E).

No es necesario redefinir el observador, baste con mencionar que se construye igual
que en la Definicién [51] con la salvedad de utilizar el operador de evolucién T%, .

Previsiblemente, para el caso de sistemas conmutados no-auténomos los resultados
de descarte y consistencia son completamente analogos al caso del observador con
controles a lazo abierto. La tinica salvedad es que en lugar de considerar || fu[|z y LY,
como fuera definido en aquella instancia, en el presente capitulo dichas constantes se

definen como || f||p = méx;em || fil & v LF = méxicm L}, respectivamente.
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Por esta razén pasamos directamente a enunciar el resultado principal de esta
seccion cuya demostracion es completamente andloga a la del Teorema |65 También
utilizaremos la nocién de y-observabilidad sobre A(e, K) de la Definicién [55, Tenemos
en este caso un ejemplo ilustrativo como en 2. de la Observacion [56|sobre dicha nocion,

como mostramos en la siguiente

Observacion 75 Consideremos el caso en que el sistema conmutado sea lineal,
i.e fi(x) = Ajx Vi € my h(z) = Cz y supongamos que cada par (C, A;) sea obser-
vable. Luego, para cada K € cmp(R") x cmp(R") dado, el sistema es y-observable
sobre A(vy/u, K) para algin p > 0. De hecho, sea T una sucesién fija de tiempos de

muestreo como en (4.6)) y sea 7 > ¢y arbitrario, y consideremos para t > t; que

n(t) == Ce’ix (t=th) gAig g (B—ti1) | gAig(f1—to)

Como cada par (C, A;) es observable, se sigue facilmente que W (T, to) = ftz nT (t)n(t)dt
es definida positiva. Por lo tanto, existe t* tal que t* € (to,7) ¥y
ly(t*,to, ) — y(t*, to, wo)|> > s(7,t0)|T — wol?/(2(T — ty)) para cada par (Z,7) €

R”™ x R™, siendo s(7,ty) el menor valor singular de W(r,%). Entonces, si tomamos

< +/s(7,t0)/(8(T — to)) el sistema es y-observable sobre los conjuntos A(y/u, K)
para todo K € cmp(R") x cmp(R™).

Tenemos entonces el siguiente

Teorema 76 Consideremos el sistema ([5.2)) y sea D, que verifica la Suposicion el
espacio de bisqueda inicial. Sea también xq € D el estado inicial y sea t; el instante

inicial. Consideremos adicionalmente que E € cmp(R™) es el espacio ambiente. Para

k€ (LF,2LF) sea
o= 2l ()
Ly LE )’
y supongase que el sistema es Yp-observable y que existe un nimero positivo 7* <

/4 tal que t*(v, 7y, z)’;K*,E*) < t*(v, 7% 1=, B) para todo v € [to, t*(to, Y, 15, )],




101

donde E* = {(x1,22) € E X E : |h(x1) — h(za)| < 7./2}.

Luego existen dos sucesiones estrictamente crecientes T = {to,t1, -+ ,tx, -}y LT =
{m = tx,,i € No,kp = 0} C T y dos sucesiones decrecientes de nimeros positivos
Y ={e,i € Ng} yT'={,i € No} con lim; ., €; = €, y lim; .o 7; = 7 tal que para
Y ={ylto),y(t1),...,y(tr),...} C RP, la sucesién de muestras de salida del sistema
correspondientes al estado inicial z(ty) = zg, el observador

oD, 7T, 1,5, T, ) =D DI 2 ... DTt oo (D)

€0,70 €1,71 €isVi
converge con error de estimacién final 6Ge,.

La demostracion sigue las misma lineas que la del Teorema [59|

5.4. El caso autonomo

De ahora en adelante suponemos que un mapa sobreyectivo fijo w : R” — m
estd dado, y notamos que éste induce una particion R" = U;cpw (). También
supondremos que en ((5.2)) la senal de conmutacién es o(t) = w(z(t)). Para esta senal

de conmutacién, denotamos al sistema (5.2)) como sigue

(5.3)

Observacién 77 Dado que cualquier mapa como w necesariamente es discontinuo

fu(z)(x) también es discontinua. En consecuencia:

1. El sistema a lazo cerrado (/5.3)) puede no tener soluciones clésicas i.e. soluciones

de Caratheodory para algunas condiciones iniciales;

II. aun en el caso en que existan soluciones clésicas z(t) para toda condicién inicial,
ni la unicidad de una solucién, ni la dependencia continua con respecto a las

condiciones iniciales pueden ser aseguradas;
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111. o(t) = w(x(t)) puede no necesariamente ser una senal de conmutacién ya que,
por ejemplo, o podria tener un punto de acumulacién de instantes de conmuta-
cién (comportamiento de Zenén) o atn un conjunto mas complejo de disconti-

nuidades (Véase e.g. [11]).

En lo que sigue supondremos lo siguiente

Suposicién 78 w es tal que para toda condicion inicial zy y cada instante inicial ¢,

I. Existe una tnica solucién clasica z(t) i.e. una funcién absolutamente continua
x(t,to, x9) definida en un intervalo maximal I, = [to,t1) tal que &(t, o, xg) =

fw(m(t,to,xo))(x<t7 tO? J:0)) para casi todo t € Imo Yy que l’(to, th SU(]) = Zo.
1. 0(t) = w(x(t, to, x9)) es una senal de conmutacion.

1. z(t,ty, zo) es completa hacia adelante. Es decir, I, = [to, +00).

Observacion 79 Aun bajo estas hipdtesis, en general la solucién z(t) no depende
en forma continua con respecto a la condicién inicial zy. Por lo tanto, T}gt() ya 1no

sera mas un mapa continuo.

Abusando de la notacién, de ahora en adelante denotaremos con S a la familia de
senales de conmutacién o definidas por o(t) = w(x(t)) correspondientes a funciones
w que verifican la Suposicion 78, También denotaremos f,u)(2(t)) = fu@e)(z(t)).
Con esta notacién, las definiciones y la mayoria de los resultados que se verifican para
el caso no-auténomo, también se verifican para el auténomo. Seguidamente, listamos

cuales de los resultados ya no son validos.

I. La Proposicién 41] ya no se verifica, y en consecuencia t* no puede ser definido.
Por ende, el espacio ambiente F no puede ser prefijado cuantitativamente, como

sugiere el punto 2. de la Observacién 48]



103

11. El Lema [5Q debe ser reformulado.
1. En la Proposicién [57, ¢*(to, v, €, D x D) # max A.
1v. También el Teorema [76] debe ser reformulado.

En lo que sigue presentamos una reformulacion del Lema [50| para el caso auténomo.

Lema 80 Dados € > 0, v > 0, y el correspondiente ¢ — y-descartador, con 7 = %,
T =400,y D,y E como en el Lema sit €T verifica:
_ 1 2| f
t—1p < —In <+) , donde Up = Hf ”E

y con Li = MaX;em L]]%:_, luego si t = ty,

(D (F b1, €1, Uk), S () (C(r7))) = 1

suponiendo que el estado real del sistema observado pertenece a r* € H(F.(D)).

Demostracion: Sea ¢* = C¢(r*) el centro de r*, y sea x € r*. Denotemos también
x1(t) = z(t, to, ") y xo(t) = (t, to, x). Entonces si o1(t) = w(z1(t)) y 02(t) = w(za(t)),

se sigue que

C -zt / For(@1()) — Fon(a(s))]ds

to

t
< e+ Lf [ )~ aa)ds + 200~ )| Lol
to

T () - T ()| =

Del lema de Gronwall se deduce que

T2 () = TP (2)] < (e+ pg)et ), (5.4)

Por otro lado, r* no sera descartado del espacio de biisqueda (segin la definicién de
¢~) siempre y cuando
to,t/ x o to,t
[W(T (") = (T ()] < .
De la condicién de Lipschitz de h y (5.4)) deducimos:

IMTR"() = WTE )] < LEITRN () = TR )] < L - (e pr) - el 70 <
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En consecuencia, siempre que t < £, 7* no serd descartado por el € — vy-descartador, y

la consistencia se verificard. i

Finalmente, reformulamos el Teorema [76| como a continuacién.

Teorema 81 Considérese el sistema (5.3) v sea D, el espacio de busqueda inicial,
un conjunto que verifica la Suposicion [37 Sea también xo € D el estado inicial y sea
to el correspondiente instante inicial. Considérese adicionalmente el espacio ambiente

E € cmp(R"). Sea vy > 0 tal que el sistema (5.3)) sea ~g-observable y que existe

un nimero positivo v* < /4 tal que t*(v, 7, ‘rg_i*,E*) < (v, Y, 35, E*) para todo
v € [to, t*(to, Ve, 7=, £7)], donde E* = {(z1,72) € £ x E: [h(x1) — h(22)| < 7. /2}.
Luego existen dos sucesiones estrictamente crecientes T = {to,t1, -+ ,t, -}y LT =
{m = ty,,i € No,ky = 0} C T y dos sucesiones decrecientes de nimeros positivos
Y={e,i € Ng} yI'={y,i € No} con lim;_,, €; = €, y lim; o 7; = 7 tal que para
Y ={y(to),y(t1),...,y(te), ...} C RP, la sucesién de muestras de salida del sistema
(5.3]) correspondientes al estado inicial z(tg) = xo, el observador

oD, 7T, T, 5T, Y) =D D2 ... o DTt oo (D)

€0,70 €1,71 €4y7Yi

converge con error de estimacién final Ge,.

Demostracion: Para a, 0 € (0,1) consideremos
«
teLi; In d

K =
¥ Lo\ 1B

Definimos I' mediante la recursion

Vit1 = méX{%,%} , 120,

y notamos que existe un nimero minimo que verifica i* > Llogg (;Y—S)J + 1, tal que

v = Y« para todo ¢ > i*. Luego I' = {yo, 71, ..., Vi~ }-
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Ahora, definimos 3 = {eg, €1, ..., €+ } como a continuacién

.
Lo 0<i<ir—1

R
L 20 S1 17 (4

Seguidamente, y con el propésito de definir Y = {7y, 71,...,7ix}, sea 79 = to y para

cada i € {0,1,...,9* — 1}, 7,11 — 7z = A7, donde

AT, = (5.7)

Finalmente, con el propésito de definir 7, sea

1 Vx 3%
=— |t [ARNE'S) _7E* -t ARRE'S) _7E* )
=g (000 J2 B = a2 )

que segin las Observaciones [56]1. y es un numero positivo. Luego si 7, = ty,,

definimos AT; = t;1; —t; con t;, <t; < ty,,, como

AT, . . .
5 si 0<1<7",

AT, = (5.8)
min{ s, A;g*} sio1 >~

La demostracion del teorema continta sobre las mismas lineas que el Teorema [76],

y la omitiremos. B

Observacion 82 Notamos que debido al cambio en la condicion que asegura la con-
sistencia, dada por el Lema [80] ya no es posible mantener constante el tiempo At

adonde cada descartador esta “activo” y encoger simultaneamente al par € — .
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5.5. Ejemplos Numéricos

Para ilustrar como funciona este enfoque de observacion de estados para sistemas

conmutados daremos dos ejemplos, uno por cada caso considerado arriba.

5.5.1. No-autéonomo con una senal de conmutacién conocida

En el caso de un sistema conmutado no-auténomo Lipschitz continuo de la forma
dada por (5.2)) proponemos como ejemplo una dindmica f; : R* — R3 con i € m =

{1,2,3,4} donde cada f;(x) es respectivamente

(x(3))2 . I‘(Q) (x(2)>2 . x(g) _x(l) + 2 + I‘(Q)
—(@®)2. 20 |, —z@y |, (2@
_(z®)3 —(z®)2 . 7 —(z®)2 . 7D
— (1)
oW+ 1
0 ;
—(2))3

y donde o : [tg,00) — {1,2, 3,4} es una funcién del tiempo conocida con tiempo entre
conmutaciones? minimo y méximo de 10 - AT y 20 - AT respectivamente. La salida

es la siguiente funcién lineal a tramos

2. M) si ]zM] <05
h(z) =< 20 +0,5 siz® >0,5
e —05 siz)<-05
La simulacién comienza en zp = (—0,974,,83172,1,12393) para t; = 0 y los
parametros especificos del observador son A7 =1, K =20, AT = 0,05, 79 = 0,6,

Yir1 = max{0,5 - v;, 0,012} 1>0

y € = 0,833 - v; Vi. Dado que en este caso y(tg) = xél), nuestra elecciéon para Dy, es

{z"} x [=3,3] x [-3,3].
El comportamiento del observador puede ser visto en las Figuras 5.3l Vale

la pena notar el comportamiento no-homogéneo visto en la Figura [5.1f, i.e. hay dos

2Es decir, el tiempo que transcurre entre dos eventos de conmutacién sucesivos.
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caminos 7y-indistinguibles hasta que v cae por debajo de cierto valor dado en ¢ = 5.
Este tipo de comportamiento puede ser dificil de superar aiun para enfoques tan
generales como aquellos que involucran un proceso de optimizacién sobre un intervalo

de tiempo.

Observacién 83 El enfoque que hemos propuesto esta lejos de ser por fuerza bru-
ta. Aunque funcione evaluando conjuntos de puntos (que representan el espacio de
busqueda) “en paralelo”, su caracteristica principal es que la resolucién crece, en gene-
ral, cuando el hiper-volumen de la capsula convexa del espacio de buisqueda disminuye.
Tomemos como ejemplo lo que sucede en el ejemplo previo. El error de estimaciéon
final es, como esperdbamos, del orden de 0,01. Un calculo simple arroja que para
alcanzar este error de estimacién mediante evaluacion por fuerza bruta habria sido
necesario comenzar con (3—(—3))-(3—(—3))/0,01 = 3600 puntos diferentes, mientras
que en nuestro enfoque aquello asciende a un mero nimero de 72 puntos; el esfuerzo

inicial es exactamente 0,5/0,01 = 50 veces menor.

5.5.2. Sistema conmutado auténomo

Para este otro caso hemos elegido un sistema definido por ([5.3), con dimensién
del espacio de estados n = 2 y m = {1,2,3,4}. El mapa w estd definido, para cada

x € R?%, como

Loosi (L =1),2) >0y ((1,1), 1) >0

(z) = 2 si((1,-1),2) >0y ((1,1),u) <0
3 si((L=1),2) <0y ((1,1),) >0

(4 st {1, =1),2) <0y ((1,1),1) <0

Luego, para cada i € m y cada estado z € R?, las dindmicas correspondientes

—2z(2
fz@) = a; - [ ]

estan dadas por
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(a) ) vs. Espacio de biisqueda.
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(b) z® vs. Espacio de bisqueda.

(¢) (3 vs. Espacio de biisqueda.
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(d) Senal de conmutacion.

Figura 5.1: Estados reales del sistema vs. espacios de busqueda, y senal de conmuta-
cion.
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Figura 5.2: Error de estimacion.

Figura 5.3: Tamano del espacio de busqueda.
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adonde a; =1, a3 =2,a3 =15y ay = 2,5 E[ La funcién de salida h : R? — R viene

dada por

@ siz® >0
h(z) =
0 en otro caso.

Este tipo de funcién de salida impone una barrera dificil de superar por otros en-
foques encontrados en la literatura, fundamentalmente por las dos razones siguientes:
(i) su no-suavidad; y (ii), su zona “oscura”, i.e. siempre que una trayectoria entra
en el semiplano izquierdo de R? la salida mapea toda esta drea a 0. Como se ve en
nuestras simulaciones nuestro enfoque evita con éxito este problema.

Para la simulacién tomamos como estado inicial zy = (—0,735,0) en t, = 0.
También, para los parametros especificos del observador, tenemos I' variando desde
v = 0,45 hasta 7, = 0,009 y A7 = 1 que con K = 50, arroja un paso minimo
para la simulacién del observador AT = 0,02. La sucesion I' completa viene dada
por {7ir1 = max{0,7 - 7;,0,009} : i € Ny} y la sucesién 3 se obtiene facilmente
con ¢; = 1,11 - v; Vi. Como zg cae en el semiplano izquierdo (i.e., dentro de la zona
“oscura”), luego h™'(zo) = {(€M,£@) € R? : €M < 0} que no es un conjunto
compacto. Para nuestros propositos alcanza con tomar un conjunto compacto Dy
suficientemente grande que contenga zy y que esté intersecado con h™! (). Elegimos
Dy, = [-1,0] x [—3, 3]. También notamos que z, no coincide con ningun elemento del
espacio de busqueda inicial. Dicha eleccion de xq fue hecha con la intencién de que el
observador no resuelva trivialmente la consistencia.

Dado el espacio ambiente adonde las trayectorias evolucionan y la constante de
Lipschitz del sistema, puede ser verificado facilmente que los parametros que han sido
elegidos para el observador no son tan restrictivos como los que surgen del Teorema
81} Esto se debe a que dichas condiciones aseguran convergencia en un escenario de
peor caso. Podemosﬁ elegir parametros menos restrictivos a expensas de perder el
descarte en el sentido del Lema cuando alcanzamos valores de error de estimacion

finales.

3Este sistema se asemeja a un “frequency hopper”, i.e. a un sistema de saltos de frecuencia como
los que se pueden encontrar en diversos sistemas de comunicaciones.

4Y de hecho lo hacemos. e.g., en la recursién que define a I' utilizamos un factor de 0,7 en lugar
de 0,5 como es requerido por el Teorema @
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(a) (M) vs. Espacio de biisqueda.
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(b) z(?) vs. Espacio de biisqueda.

Figura 5.4: Estados reales del sistema vs. espacios de busqueda.
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Figura 5.5: Error de estimacion.

Figura 5.6: Salida del sistema (arriba) vs. tamano del espacio de
bisqueda (abajo).
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Desde un punto de vista practico esto no es un problema (como si lo serfa perder la
consistencia), siempre y cuando el nimero de elementos del dltimo conjunto de salida
del observador, D;+ no sea “demasiado grande” (como puede verse en el valor final
de la Figura, i.e. se puede afrontar el esfuerzo computacional. Por otro lado, con
esta eleccion de parametros podemos disminuir el ntimero pico de elementos de Dy,
fundamentalmente en el comienzo cuando es mas grande el “volumen” del espacio de
busqueda. Esta reduccion cobra especial importancia en casos como el de este ejemplo
adonde el sistema comienza con su evolucién en la zona “oscura” y, en consecuencia,
no pudiéndose descartar la mayoria de los elementos de D, por algin tiempo. Este
hecho se puede observar en las Figuras (a)—(b) donde el descarte se incrementa
draméaticamente luego de que la senial de salida sube por encima de cero. Esto también

es notable en el error de estimacién (véase Fig. |5.5)) que se define como

error®(¢) := max{|n®” — 2D (1) : n e D}, 1<i<n,

y en el cardinal de D;, como se observa en la Figura 5.6, En esta tultima Figura
también podemos notar que casi no ocurren descartes cuando el sistema tiene salida

cero.

5.6. Conclusiones

En este capitulo hemos presentado una extension de los resultados presentados
en el capitulo anterior para obtener un observador para sistemas conmutados no-
lineales que converge bajo hipdtesis no tan restrictivas para los casos de que la senal
de conmutacién sea dependiente de los estados (caso auténomo) y cuando dicha senal
es una funcién dependiente del tiempo conocida (caso no-auténomo).

También se presentaron ejemplos numéricos que exhiben el funcionamiento de

dicho observador en ambos casos.
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Capitulo 6

Método Alternativo —
Estabilizacion Mediante

Realimentacion de Salidas

6.1. Introduccion

En este capitulo trataremos el problema de estabilizacién mediante realimentacién
(o inyeccién) de salidas para sistemas localmente Lipschitz continuos. Més especifi-
camente, consideraremos el caso simplificado para el cual ya se conoce una ley de
realimentacién de estados que estabiliza al sistema de interés pero que en lugar de re-
alimentar el estado real utiliza una estimacién del mismo, obtenida de un observador
como el que hemos tratado en los capitulos previos.

Si bien en control suele haber muchos otros objetivos ademés de la estabilizacion,
hemos elegido este problema por su generalidad. Por ejemplo, podriamos estar in-
teresados solamente en hacer que una parte de la variable de estados se aproxime
a un “punto de regulacion” en cuyo caso, luego de aplicar una traslacion de dicho
punto al origen de coordenadas de manera tal que el punto de interés sea cero, se tra-
tarfia de un problema de estabilizacién parcial (o estabilizacién de salida). También
se podria querer resolver un problema de seguimiento, i.e. que la salida del sistema
y(t) se aproxime asintéticamente a una funcién y,(t) a seguir. Considerando el error
de seguimiento e(t) = y(t) — ys(t) se tendria ese caso un problema de estabilizacién

de salida.
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El problema de estabilizacion mediante realimentacién de salidas es un problema
de gran motivacién en teoria de control. Se han propuesto resultados interesantes
para algunas clases de sistemas no lineales de fase minima ([49, 48, 37, [42]) como
asi también para algunas clases de sistemas no lineales de fase no minima ([29] 30}, 43]).

Sin embargo, en nuestro caso nos apartamos de los enfoques tratados en dichos tra-
bajos y buscamos adaptar el observador alternativo que hemos propuesto al problema

de estabilizacién por realimentacion de estados.

6.1.1. Sistemas Considerados

Consideramos sistemas dinamicos controlados con salidas de la forma:

{ = fla,u) (6.1)

y = h(x)
donde asumimos que f : R" x R™ — R" es una funcién localmente Lipschitz continua
en (x,u) y h : R" — RP también es localmente Lipschitz continua, x es el estado, u el
control e y las mediciones a las que tenemos acceso. Ademds consideramos f(0,0) =0
y llamamos a x = 0 el origen.

Los controles o “entradas” son mapas medibles localmente esencialmente acotados

u(+) : [to, +o0) - U C R™

adonde el espacio de valores de control U es algiin subconjunto apropiado del espacio
euclideo R™.

Para un estado inicial x(ty) = x¢ y una funcién de control u dada se tiene una
solucién x(t, xg,u(t)) (x(t) para simplificar) que verifica @(t) = f(x(t),u(t)) en casi
todo punto de un intervalo maximal I, ,, +, = [to, tmax). En particular, para sistemas

sin entradas como

i = f(z) (6.2)

denotamos su solucién como x(t, xg). Un sistema como (6.2)) podria surgir de consi-
derar un sistema con entrada fija (e.g., u = 0) o bien cuando el control es una funcién

de z, siendo este ultimo caso el que nos interesara mas adelante.
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Nos proponemos estabilizar el sistema utilizando como informacion la salida del
sistema y a lo largo del tiempo. Sin embargo, antes de adentrarnos en el problema
repasemos los conceptos de controlabilidad asintética y estabilizacién por realimen-

tacion de estados pues dan un marco adecuado para el planteo.

6.1.2. Controlabilidad Asintética y Estabilizacién por realimentacién

Como nos interesa el problema de estabilizacion en primer lugar recordemos que

un sistema sin entradas como (6.2)) se dice globalmente asintdticamente estable cuando

Elﬁ € IC,C |IL‘<t,[E0)| S B(|$0|,t — to) \V/[L’(),\V/t Z to. (63)

Mientras que |z(t,zo)| < B(|zo],0) nos da la propiedad de estabilidad (“pequetio
sobrepico”), |z(t, zo)| < B(|xo|, t—1to) — 0 cuando t — 400 nos provee la atractividad.

Ahora bien, cuando el sistema tiene controles como debemos definir una
nocién més general, aquella de controlabilidad asintdtica (alazo abierto, globalmente).
Siguiendo la intuicién de la definicién de estabilidad asintética para sistemas sin
controles, en este nuevo marco lo que se busca es que para cada condicién inicial xq
exista un control u definido en [ty, +00), que en general dependerd de dicha condicién
inicial, definido para todo t > ¢y, y que genere una solucién z(t, zg, u(t)) también
definida para todo t > t; que converja a cero y que tenga “pequeno” sobrepico.
También deseamos descartar la posibilidad de valores de control no acotados para x
cerca de cero. En términos més precisos decimos que existe una funcion g € KL y

otra funcién no decreciente o : R>g — R tales que

Vag € R™ Ju : [tg,00) = U, ||u)|leo < o(|zol),

(¢, w0, u(t)] < Bllwol, ¢ — to) Yt = to. (6.4)

Como nuestro propésito serd estabilizar al sistema (6.1)) al menos debemos exigir

la existencia de un control “a lazo abierto” como en (/6.4)). Luego tenemos la siguiente

Hipdtesis 84 El sistema (6.1) es asintéticamente controlable.
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Por otro lado, como fuera consignado la intencion es la de estabilizar el sistema
utilizando las salidas del mismo o, mas especificamente, utilizando alguna esti-
macion lo suficientemente buena de los estados del sistema. En consecuencia, se hace
evidente la importancia de lo que se conoce como un estabilizador por realimentacion.

Un estabilizador por realimentacion para un sistema con entradas es una
funcién localmente acotada « : R™ — U, que verifica a(0) = 0, y que hace que el

sistema a lazo cerrado

i = f(z,a(z)) = f(2) (6.5)

sea globalmente asintoticamente estable.

La existencia de dicho mapa sera fundamental en nuestro desarrollo. Se puede
ver facilmente que la existencia de un estabilizador por realimentacion implica que
el sistema es asintoticamente controlable: baste con definir al control como
u(t) := a(x(t,zo)) donde z(t, xq) es la solucién del sistema (6.5) con x(to, xo) = xo.
Es natural preguntarse lo contrapuesto, i.e. si existe tal mapa de realimentacién
estabilizante en caso de que el sistema fuera asintéticamente controlable.

Para el caso especial de los sistemas lineales © = Ax + Bu este relacion esta bien
establecida, es decir que es equivalente la controlabilidad asintdtica a la existencia
de una funcién de realimentacién estabilizante, mas aun esta no sélo es continua
sino que también lineal. Sin embargo para sistemas no lineales de estructura simple
una funcién de realimentacién estabilizante puede no existir como se discute en [52].
Resultados generales respecto de la no existencia de una realimentacién continua
fueron presentados en [10].

Esto impulsé la bisqueda de leyes de realimentacion que no fueran necesariamente
u = a(x) con a € C. Una posibilidad es la de utilizar leyes dindmicas «a(t, x), i.e.
con una memoria. Esto fue explorado en [52] donde se demostré que siempre es
posible asegurar su existencia para sistemas con n = 1, asi como en [14] [I5] donde
se muestra la existencia de tales leyes dindmicas continuas para sistemas sin deriva
(i.e., f(z,0) = 0). Para sistemas asintéticamente controlables con deriva se demuestra

n ([12]), haciendo uso de una nueva nocién de solucién, que efectivamente también

existe un estabilizador asintético de la forma «(x) pero donde « ya no puede ser en
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general una funciéon continua.

En lo que sigue asumiremos que dicha ley de realimentacion viene dada; el obje-
tivo sera que el sistema para el cudl fuera disenado dicho mapa estabilizante también
pueda ser estabilizado solamente utilizando la informacién de la salida junto con el
método alternativo de observaciéon de estados que hemos tratado en capitulos an-
teriores. Ademas, por el momento soélo consideraremos funciones de realimentacion
que sean continuas dejando una posible extensién a casos particulares de funciones

estabilizantes no continuas para un trabajo futuro.

6.1.3. Funciones de control de Lyapunov

Un concepto fundamental en la obtencion de resultados sobre funciones de re-
alimentacion estabilizantes es el de las funciones de control de Lyapunov o clf {}
Aunque, como ya menciondaramos, no es nuestro proposito encontrar dichas leyes de
realimentacién de todas formas el uso de dichas clf’s sera central en nuestro desarrollo
para hallar margenes que permitan asegurar la convergencia del sistema cuando
en lugar de aplicar el control estabilizante u = «(z) apliquemos u = «(Z) siendo z
una estimacién del estado provista por el observador.

Antes de definir las clf’s, repasemos brevemente conceptos de las funciones de
Lyapunov clasicas. Considérese un sistema masa resorte amortiguado y+y+y =0, o
bien, en forma de variables de estado 1 =y y w9 =9, 1 = x9 , To = —x1 — 2. Para
verificar que el equilibrio z = 0 es globalmente asintéticamente estable podemos tomar
la funcién V (z1, zo) := 3/22% + x125 + 23, y luego notar que VV (x)- f(z) = —|z|* < 0
si x # 0, de manera tal que dV (z(t))/dt = —|x(t)|* < 0 sobre las soluciones no nulas.
Luego la funcién simil energia V' decrece sobre las trayectorias y como a su vez esta es
definida positiva esto implica que z(t) decrece, de hecho tiende a cero. Por supuesto
que para verificar esto hubiese alcanzado con calcular la parte real de los autovalores
del sistema pero las funciones de Lyapunov son una técnica general.

Ahora bien, para introducir el concepto de funciones de control de Lyapunov
hagamos la siguiente modificacién al ejemplo anterior. Consideremos un oscilador

armonico forzado & + x = u, i.e. £1 = x5 , &9 = —x1 + u. Como ya hemos visto la

!Sigla de su denominacién en inglés “control Lyapunov functions”.
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realimentacién amortiguante u = —x4 estabiliza al sistema, pero hagamos de cuenta
por un momento que no lo sabemos. Si tomamos la misma V' y denotamos V (x, 1) =
VV(x) - f(z,u), las derivadas sobre las trayectorias omitiendo los argumentos ¢ en
x(t) y u(t) vienen dadas por:

V(z,u) = —a5 + 2129 + 75 — (21 + 2790 (6.6)

Como esta expresion es afin en v cuando el estado = es tal que x1 + 2z, # 0
podemos elegir un valor de control u (que depende de este estado presente x) tal que
V < 0. Por otro lado, si 21 4+ 222 = 0 luego VV(z)- f(z,u) = —5z2 para todo u, la
cudl es negativa a no ser que z3 = 0 (en cuyo caso también x; = 0).

En definitiva, para cada = # 0 se puede elegir un valor de control que hace que
V(a:,u) < 0. Esto es, salvo por detalles técnicos, la caracteristica principal de las

funciones de control de Lyapunov. Ahora bien, para cualquier conjunto compacto

D C R" podemos escoger para un conjunto compacto U C R™ tal que

Vo€ D,z #0,3u € U tal que V(z,u) < 0.

Por lo tanto, se podria estabilizar al sistema para los estados en D usando una ley de

realimentacion de descenso de maxima pendiente, i.e.:

a(x) = argminVV (z) - f(z,u)

uelU

(“argmin” significa “escoja cualquier u adonde el minimo sea alcanzado”) donde se
restringe U a un conjunto compacto para asegurar que V(x, u) alcance un minimo. En
este sentido el problema de estabilizacién se convierte en un conjunto de problemas
de programacién no lineal estaticos, ¢.e.: minimizar una funcién de v para cada x
fijo. La estabilizacién global también es posible mediante una eleccion apropiada de
U como funcién de la norma de af

Ya visto el ejemplo ilustrativo de los parrafos anteriores, pasemos a una definicion

precisa de funciones de control de Lyapunov:

Ze.g., elegir a U como a una bola cerrada de radio o(|z|) donde o : R>g — R>q es una funcién
no decreciente.
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Definicién 85 Un par de control-Lyapunov para (|6.1]) consiste de dos funciones con-
tinuas V, W : R® — R tales que se cumplen las siguientes propiedades.
1. (definidas positivas) V(z) > 0y W(x) > 0 para todo = # 0, y V(0) = 0;
1. (propia) el conjunto {z|V (z) < B} es acotado para cada f;

111. (decrecimiento infinitesimal) para cada subconjunto acotado G C R", existe un

subconjunto compacto U € cmp(R™) tal queﬂ

min  DV(x;v) < -W(x 6.7
peeiin (z30) < =W (x) (6.7)

para cada ¢ € G y donde co(f(x,U)) es la cdpsula convexa del conjunto

{f(z,u) :u e U}

De [12] sabemos que:

Teorema 86 El sistema ([6.1)) es asintéticamente controlable si y sélo si admite un

par V, W de funciones de control de Lyapunov (clf’s).

Observacién 87 Para sistemas generales como ([6.1]) puede no existir una V' suave.
Esto esta intimamente relacionado con el hecho de que, de la existencia de tal clf, no

pueda inferirse una ley de realimentacion de estados estabilizante que sea continua.

La hipétesis [84| ademas implica la existencia de la ley de realimentacion de estados

Q. que asegura que:

i = f(x)

3 Dados una funcién V : R® — R y un vector v € R", la derivada direccional baja de V en la
direcciéon de v esta dada por

1
DV (z;v) := ll’lﬁ%}nf g(V(x +t') — V(x)).

’
v —v
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es asintoticamente estable para todo x € F con £ C R".

Tanto la controlabilidad asintética, como la existencia de una ley de realimen-
tacion (posiblemente no regular) asi como la existencia de funciones de control de
Lyapunov son todas afirmaciones equivalentes. Sin embargo, como lo que deseamos
es estabilizar al sistema con estimaciones que estan sujetas a errores de ob-
servacion es imprescindible la existencia de una ley de realimentacién « robusta. La
existencia de una ley de tales caracteristicas solamente es equivalente a la existencia
de funciones de control de Lyapunov suaves (i.e., continuamente diferenciables).

Imaginese por un momento que se tiene un error de observacién pequenio (|e| =
| — x| << z), luego si la ley de realimentacién « es continua tenemos (informal-
mente) que a(xr + e) ~ a(x) con lo que la estabilidad se preservard en vistas de que
VV(z)- f(z,a(x+e)) = VV(z) - f(z,a(z)) < 0. Desafortunadamente cuando o no
es continua este argumento se cae, pero puede ser modificado para evitar la continui-
dad de la realimentacién. Asumiendo que V es continuamente diferenciable se puede

argumentar que

VV(z)- f(z, oz +e)) = VV(z +e) - f(z,a(x +¢)) <0

adonde la propiedad de Lyapunov se usa en x + e en lugar de z. Entonces, dado un

sistema con posibles errores de observacion y de actuadores

#(t) = f2(t), a(x(t) +e(t) +d(t)) (6.8)

tenemos el siguiente resultado de [12]:

Teorema 88 Existe una ley de realimentacién que estabiliza al sistema siy solo

si existe para el sistema sin perturbaciones ([6.1]) una funcién de control de Lyapunov

Ct.

Observacion 89 Cabe aclarar que este ltimo resultado trata sobre la existencia de

una ley de realimentacién continua. Si se utiliza una caracterizacién “hibrida” del
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problema (véase [53]) en el sentido de que los controles pueden cambiar sélo sobre

la base de un “schedule” discreto del tiempo, existen condiciones de tiempo minimo
Y

de cambio entre controles que aseguran la existencia de una ley de realimentacion

estabilizante soélo partiendo de la controlabilidad asintética. Aunque este esquema

hibrido es en cierto sentido compatible con lo que haremos mas adelante, no consi-

deraremos esta situacion pues las herramientas que se precisan para describir dicho

tiempo minimo escapan largamente al alcance del presente capitulo.

Por lo dicho anteriormente, en adelante haremos la siguiente

Suposiciéon 90 Disponemos para el sistema (6.1)) de un par de funciones de control de
Lyapunov V, W suaves (i.e., continuamente diferenciables) y una ley de realimentacién
a continua que estabiliza asintéticamente al sistema para todo x € E C R" (donde

E es un espacio ambiente lo suficientemente grande).

Observamos que si la clf V definida arriba es suave, entonces (6.7) puede ser

escrito de la forma ([12]):

min VV(x) - f(z,u) < —W(z) (6.9)

uel

Para poder abordar el problema debemos definir un ultimo concepto que relaciona
el comportamiento de la variable de estados del sistema con respecto al “tamano” de
la entrada, y que resulta de importancia pues serd necesario para poder establecer

condiciones bajo las cuales tendremos una solucion.

6.1.4. Estabilidad Entrada Estados

Se suelen distinguir dos caminos diferentes en la formulacién de la nocién de
estabilidad para sistemas de control. Una de ellas es la nocién de estabilidad entrada-
salida que depende del uso de técnicas provenientes del area de teoria de operadores.
Este paradigma considera al sistema como a un operador causal cuyo argumento
es la entrada (o control) y el valor de la evaluacién de dicho argumento, la salida.

Las definiciones en este ambito se circunscriben a considerar comportamientos de
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entrada acotada/salida acotada (BIBO por sus siglas en inglés), utilizando normas (o
métricas) convenientes al problema considerado (e.g., podria ser conveniente para un
dado problema considerar entradas acotadas en norma infinito y salidas acotadas en
norma 2). Sin embargo, estas nociones de estabilidad, aunque muy ttiles y exitosas
en el andalisis de robustez de sistemas lineales sujetos a realimentacion no lineal y/o
bajo incertezas no lineales leves (entre otras aplicaciones), presenta limitaciones al

considerar un sistema no lineal con su respectiva descripcién en variables de estado.

Si tenemos un sistema con su representacion en variables de estado se ve claramen-
te que el paradigma “entrada-salida” no necesariamente capta lo que pueda ocurrir
con las variables internas del sistema. Para caracterizar estabilidad en sistemas con
representacién en variables de estado se suele utilizar como nocién estandar el enfoque
de Lyapunov para la estabilidad asintética en sistemas no forzados. Si en cambio el
sistema estd forzado tener un mapa que relacione una entrada (para cada condicién
inicial) con una trayectoria en el espacio de estados resultaria de interés, sobre todo
a la hora de caracterizar si dicho mapa es estable (en el sentido de lo expuesto en el
parrafo anterior para mapas entrada/salida). Mas atn, los conceptos de estabilidad
entrada estados fueron desarrollados con la intencién de ir més alla y explorar hasta
que punto los conceptos de estabilidad Lyapunov estan relacionados con aquellos de
la estabilidad entrada salida considerados en el parrafo anterior, para el operador
que representa al sistema. Para sistemas lineales esta relacion se puede establecer sin
mayores dificultades, sin embargo para sistemas no lineales generales la cuestién ya

no resulta evidente.

En el caso que nos ocupa, la necesidad de suponer estabilidad entrada estados para
cierta instancia del problema estard relacionada con lo siguiente: como se vera mas
adelante la utilizacion de estimaciones para la realimentacion de estados hara necesa-
rio que se contemplen margenes de robustez los cuales estaran definidos siempre que
las trayectorias se muevan en espacios acotados (i.e., el espacio ambiente debe ser
un conjunto compacto), propiedad que se desprendera de la hipdtesis de estabilidad

entrada estados.

Veamos en detalle a qué nos referimos con esta nocién. La manera més simple de

introducir este concepto es como generalizacién del concepto (/6.3]).
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Definicién 91 Sea un sistema con entradas @ = g(x,u) cuyas soluciones vienen
dadas por z(t, zo,u) donde x(to, xg,u) = zo. Se dice que este sistema con entradas es
estable entrada estados si existen f € KL y v € K tales que, para todos los estados

iniciales y todos los controles, y para todo t > ty:

|2 (t, 2o, u)| < B(|zol,t — to) + 7 ([lulloo)- (6.10)

Partiendo de (6.10)) se puede demostrar facilmente la siguiente

Propiedad 92 Dado un sistema cualquiera como (/6.1]), si éste es estable entrada
estados entonces el espacio ambiente adonde evolucionan las trayectorias es un con-
junto compacto siempre que tanto el conjunto de posibles condiciones iniciales como

el espacio de valores de control sean compactos.

que sera utilizada para establecer el resultado principal de este capitulo.

Hay varias definiciones equivalentes para la estabilidad entrada estados (véase
[53]). Si bien todas tienen alguna ventaja con respecto a las otras, nos interesa exponer
aqui sélo una mas. La Definicion resulta practica para tener una intuicion del
concepto de estabilidad entrada estados y para demostrar facilmente la Propiedad [02]
sin embargo no resulta 1til para verificar si un dado sistema posee dicha propiedad.
Vale decir, seria necesario probar que se verifica para cada una de todas las soluciones
del mismo. De manera analoga a cémo los métodos directos de Lyapunov nos permiten
estudiar la estabilidad de un sistema dado sin calcular sus soluciones existe también
una funcion de Lyapunov de estabilidad entrada estados que nos permite estudiar

esta propiedad sin que sea necesario conocer las soluciones del sistema.

Definicién 93 Una funcién de Lyapunov de estabilidad entrada estados es una fun-

ciéon V : R — R>( que es continuamente diferenciable, propia (i.e., radialmente no
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acotada) y definida positiva (esto es, V(0) =0y V(x) > 0 para x # 0) para la cual

existen funciones w y 0 de clase K, tal que:
VV(z)- fz,u) < O0(|u]) — w(|z]) (6.11)

Como ya menciondramos, entre otras propiedades equivalentes, en ([53]) se de-
muestra que la existencia de una funcién de Lyapunov de estabilidad entrada estados
es equivalente a que el sistema en cuestion sea estable entrada estados segin fuera
consignado en la Definicion Aunque en ambos casos las hemos nombrado V' en ge-
neral la funcién de Lyapunov de estabilidad entrada estados no tiene porqué coincidir

con la clf.

6.2. El problema de estabilizacién por realimentacion de sa-

lidas

Dados f, h, a, deseamos obtener una estimacién z(t) del estado real del sistema

x(t) tal que se verifique que:

&= [z, a(i(t))) (6.12)

es asintGticamente estable para todo z(ty) € F C R".

6.2.1. EIl Tandem Observador/Realimentacién

En nuestro caso, como dispondremos de una ley de realimentacion de estados que
estabiliza asintoticamente al sistema, realimentacion de salidas es en realidad una
realimentaciéon de un estado estimado (como en (6.12))) en base a una salida que se
“inyecta” al observador.

Es decir que todo el problema de estimacion lo resuelve el observador y la ley de
realimentacion solo resuelve el problema de estabilizacién.

Intuitivamente, se espera que si el observador arroja una estimacion “muy buena”
0, mas especificamente, si esta estimacién converge al valor real del estado del sistema

a una velocidad mayor con la que dicho sistema podria desestabilizarse en el caso de
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que la realimentacién no fuese la correcta, entonces el tdndem observador / sistema
con ley de realimentacion a convergera. En esta idea existe implicita una nocién de
separabilidad que nos permitiria analizar ambos casos por separado, pero para el ti-
po de observador alternativo que proponemos tal nocion no es evidente. Sobre todo
porque no manejamos parametros tradicionales (por ejemplo velocidad de convergen-
cia segun alguna ley exponencial o funciones de Lyapunov, etc) para caracterizar el
funcionamiento de nuestro observador. Es necesario pues realizar otro tipo de analisis
para encontrar las condiciones que aseguren la convergencia.

Separaremos al problema en dos de la siguiente manera:

I. Se buscara que tan pequeno puede ser el error en la estimacién que se realimenta
al sistema para lograr estabilizar con un error final acotado al que llamaremos

e. y que tomara un valor que resulte conveniente para la aplicacién de interés.

II. Se encontraran las condiciones para que el observador asegure que a un dado
tiempo finito se tiene un error de estimacién menor o igual al valor hallado en

el punto anterior.

Consideremos en primer lugar los efectos de tener un error de estimacién en la

senal de realimentacion.

6.2.2. Error en la senal de control

Para nuestra ley de realimentacion de estados se cumple que:

VV(z)- f(z,a(x)) < —W(x) (6.13)

para todo x € E, con lo cual el problema estaria resuelto de conocerse el estado real
del sistema x(t) para cada t > ;. Sin embargo, como para un instante ¢ dado sélo
tenemos una aproximacién z(t) del estado real del sistema, si lo que realimentamos

es:

a(z) = a(x + e;) (6.14)
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donde e, = T — x es el error de estimacion, entonces lo que tenemos es un error

en el control. Este error en el control e, € R™ se puede expresar como:

ew = oz +e,) — a(x) (6.15)

Observacién 94 Considerar que e, no va a ser en general constante.

Manipulando (6.13]) vemos que:

VV(z) - [f(z,a(@)) + [z, a(z) + en) = [z, () + en)] < =W (z)

VV(z)- f(z,a(x) +e,) < —W(x)+ VV(z)[f(z,a(x)+e,) — f(z,a(x))] (6.16)

El 1ltimo término de la ecuacién de arriba se debe al error en el control. Como
puede verse, si este error es suficientemente grande se puede perder la estabilidad
asintotica del sistema realimentado.

Tenemos el siguiente escenario que nos permitira separar el problema en dos: por
un lado encontraremos las condiciones para que nuestro observador asegure que a un
dado tiempo finito se tenga un error de estimacion en los estados menor o igual a cierto
valor, que por otro lado tendra que ser suficientemente pequeno como para lograr la
estabilizacion. Entonces el diseno tendra lugar en dos pasos, primero extraemos una
condicion de maximo error tolerado en la realimentacién y partiendo de ese valor
disenamos un observador que cumpla con la meta de alcanzar tal error en un tiempo
finito.

Supongamos entonces que deseamos que el error de estabilizacién para todo tiempo

t > T, sea menor a e, para algin T, > ty. Es decir que para todo t > T,

lz(t)] < e

Por lo tanto, para que se cumpla que dicho error es alcanzable asintoticamente

debemos poder “disminuir” el valor de V' siempre que nos encontremos en E,, :=
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E\ B(0,e.). Esto ocurrird siempre que en (6.16)) se verifique que:

Wi(x) > VV(2x)[f(z,a(z) + ey) — f(z,a(x))] (6.17)

y notese que se pide que la desigualdad se menor estricta porque de ser menor o igual
solamente se podria garantizar estabilidad pero no convergencia a cero.

Luego precisamos de la siguiente

Suposicion 95 El sistema

T = f(z,a(x) + e,),
es estable entrada estadodl]

Para nuestro propdsito, el aspecto més importante de que se cumpla la Suposicion
es que, segin se enuncia en la Propiedad [02) nos autoriza a afirmar que siendo
U € cmp(R™) y £ € cmp(R™) podremos encontrar un “margen de estabilidad” que
nos permita utilizar aproximaciones de los estados en lugar del estado mismo en la
realimentacion.

Calculemos dicho margen, pero antes hagamos la siguiente

Suposicién 96 La ley de realimentaciéon « es localmente Lipschitz continua con

constante de Lipschitz L,.

Entonces, partiendo de (6.17)), si x € E,_ se debe cumplir que

min W(z) > max{VV (z)[f(z,a(x) + e,) — f(z,a(x))]} (6.18)

CEGEEE CUEEEE

Si volvemos a expresar a a(z) + e, como a(Z) es facil ver que (6.18)) vale si

min W(x) > (Helééx IVV (2)|) - LyLalz — x|. (6.19)

CEEEee

4Se considera que e, es la entrada por lo que, respecto de la Deﬁnicién g(z,u) = f(x,a(x)+u).
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Luego se tiene que si queremos lograr un error de estabilizacién menor o igual a
ee, la estimacién que realimentamos a (6.1) (para algin instante previo a 7T,) debe

estar acotada de la siguiente manera:

mingep, W(x)
LyLoméxep,, [VV(2)]

(6.20)

|z — x| <

Observacion 97 Vale decir que solamente precisamos de un observador que arroje
una estimacién z(t) tal que |#(¢) — z(¢)| cumpla con la condicién para todo
t > T, donde tg < T, < T,. Como T, es arbitrario, bastara con que el observador
arribe a dicho error de estimacion en un tiempo finito y permanezca por debajo de

ese nivel de ahi en mas.

Observacién 98 Aunque sea natural suponer que U € cmp(R™) (la accién de control
en la practica siempre serd acotada), esta suposicién es mas intrincada de lo que puede
parecer a primera vista. Recuérdese que para poder asegurar que el espacio ambiente
es un compacto debemos suponer que el sistema auxiliar # = f(z, a(x)+e,) es estable
entrada estados siendo e, la entrada (no estamos suponiendo que & = f(x,u) es
estable entrada estados, suposicién que por otro lado convertiria en trivial al problema
de estabilizacién en cuestién pues bastarfa con realimentar u = 0). Luego, como la
accién de control se supone confinada a un compacto (U) entonces a(x +e,) € U por
lo que no se podra admitir una excursion arbitraria del error de estimacion e, para
una ley de realimentacion « en general.

Aunque dificil de comprobar a priori, esta situacién se podra dar perfectamente
al utilizar un observador como el que hemos propuesto en capitulos anteriores. Para
clarificar este hecho respondamos a la siguiente pregunta: ; Qué tendria que ocurrir
para que esto no pase ? Una vez fijas las cotas del espacio de controles, como hemos
dicho transgredirlas significaria que el estado real se aleje lo suficiente del estado re-

alimentado. Como el estado realimentado depende de una seleccién realizada sobre
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el espacio de busqueda, para que esto ocurra (para cualquier funcién de seleccién S),
al menos un estado de dicho espacio (digamos, e.g. el més lejano) deberd superar
cierta distancia con respecto al estado real. Pero suponer que esta distancia perma-
necera acotada no resulta tan artificial fundamentalmente por lo siguiente: que dicha
distancia crezca sin limites querria decir que hay estados pertenecientes al espacio de
busqueda que no son descartados por un tiempo indeterminado cosa que violaria la
observabilidad. Ademas obsérvese que si la funcion de seleccion escoge un estado muy
alejado del verdadero es de esperar que la estabilizacion falle, con lo cuél el aumento
en la excursion del error entre dicho estado y el verdadero hard que la diferencia
(dado que se verifica la observabilidad) a la salida del sistema sea méas notable ain

permitiendo un descarte temprano.

6.2.3. Diseno del observador

Por consiguiente, se tendra un observador con parametros a definir pero con es-
tructura bésica idéntica a la que hemos definido en el Capitulo [ Es decir, una
funcién O que para un espacio temporal T = {¢;}n, arroja una sucesién de espacios

de busqueda

{Dy, :i € Ny}

La diferencia fundamental con lo visto anteriormente radica en la evolucién de los
espacios de busqueda entre instantes de muestreo. Para ello utilizaremos la siguiente
formulacion: dado un cierto instante ¢; € T tenemos el espacio de bisqueda D, , luego
para el instante siguiente ¢;,; tenemos que:

D, (D), (6.21)

i u(r))

. ti,t

adonde, para T € [t;, ti1],

u(r) = a(T77(S(Dy,))) (6.22)

Como se puede ver, hemos introducido una nueva funcién S a la que denominamos

selector v que se define como:
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Definicién 99 La funcién selector S : cmp(R™) — R™ toma como argumento un
conjunto D € cmp(R") y arroja como resultado un elemento n € D siguiendo alguna

ley de seleccion que lo define.

De (6.21)-(6.22) surge que la idea aplicada es la siguiente: para cada intervalo

de tiempo [t;,t;11) se hace evolucionar a cada elemento de Dy, con el mismo control
u(t) con t € [t;,t;11) que a su vez corresponde a la evolucién de f partiendo de una
condicién inicial S(Dy,) para t = t;. Es decir que a cada elemento de Dy, no se le
realimenta el estado correspondiente (i.e., si mismo) que lo estabilizaria sino que a
todos se les aplica el control realimentado que surge de un tnico estado S(Dy,). Esto
es porque no buscamos estabilizar a los estados del espacio de busqueda: lo que se
busca es estabilizar al sistema realimentado del cudl solo conocemos la salida
y = h(z) y no su estado actual. Entonces lo que ocurrird es que eventualmente (cuando
el espacio de bisqueda esté lo suficientemente cerca del estado real de (6.12))) el valor
que tome S(Dy,) serd lo suficientemente cercano al estado real como para lograr
estabilizar (6.12]).

Respecto del selector o ley de seleccién se puede decir que podria seguir algu-
na heuristica apropiada para cada sistema en particular, vale decir que se podria
aprovechar algiin aspecto de la estructura matematica subyacente a cada sistema
para optimizar la velocidad de descarte o algtin otro parametro que se traduzca en
performance del observador/regulador, pero no estard dentro del alcance de nues-
tra primera aproximacion a este problema. Es por ello que nuestra funcion selector
serd elegir arbitrariamente un elemento de su conjunto argumento. Debemos encontrar

las condiciones para que haya convergencia en este contexto.

Luego lo que se tiene es un sistema como ((6.12)) adonde #(t) se construye selec-
cionando en cada instante perteneciente a 7 un elemento de D;. Debemos expresar

formalmente dicha situacion. Para ello definimos el siguiente sistema auxiliar

T =g,(t, x) (6.23)
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donde g, : R>;y x R" = R" y n € £ que es un conjunto de indexacién definido por

E=TxE (6.24)

donde FE es el espacio ambiente. De esta manera se tiene una familia de subsistemas

{g, : m € £} adonde

gn(t’ {E) = f(x,?l(t)) (6.25)

con

a(t) = a(TF " (my(n))) (6.26)

donde para n = (t*,2*) € € m(n) =t* y ma(n) = z*.

Por otro lado, sea

(si=8(Dy):t; €T} (6.27)

la sucesion de selecciones realizadas sobre los espacios de bisqueda para cada instante

de tiempo de 7. Definamos la funcién o : [tg, +00) — £ de la siguiente manera

o(t) = (ti, si) cuando t € [t;, t;y1). (6.28)

Es decir que o es una funcién constante a tramos que para cada instante t € R,
toma valores en £ y que puede cambiar de valor solamente en los instantes t € T .

Luego la solucién que buscamos para (6.12)) serd la de “integrar”

#(t) = go(r) (£, (1)) (6.29)

con una cierta condicion inicial xy en t = ty arbitraria y desconocida.

Observacién 100 Dada la sucesion de selecciones {s;} hechas sobre el espacio de
busqueda para los distintos instantes de T, luego o queda perfectamente definida
como una funcién del tiempo con la que se puede generar una solucién de ((6.29)).

Sin embargo, esto no debe confundirnos pues dicha sucesién depende de x(t): esto se
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puede ver al notar que si el observador converge a un error pequeno del estado real
x(t) luego el espacio de busqueda “seguird” esa senal salvo por un pequeno error por
lo que sea cual fuere la seleccién realizada sobre D, el resultado serd una z(t) cercana
a x(t). Teniendo esto en mente no podemos pensar a este sistema como a un sistema

que tiene continuidad con respecto a las condiciones iniciales. Como era el caso de

(5.3).

Luego, teniendo esta representacion del sistema podemos enunciar los resultados
correspondientes a los lemas de descarte y consistencia y ensayar demostraciones por

caminos parecidos a los utilizados en capitulos anteriores.

Lema 101 Sean 7, € nimeros positivos y sea que el sistema (6.1 es y-observable con
espacio de busqueda D C E con E € cmp(R") el espacio ambiente para las trayec-
torias del sistema sobre el intervalo de tiempo de interés y U € cmp(R™) el espacio
de valores de control. Consideremos el € — y-descartador D72°(D) = (T, X, Y, ¢, Z)
donde T = {tx = to + kAT, k € No}. Si AT > 0 cumple con:

v
AT < ——
= 3LFM,
adonde
Mg = méb)jc{f(x, u)} (6.30)
HaS
uelU

entonces la condiciéon de descarte se verifica.

Demostracion:
Sea x(t) cont € [ty, +00) una solucion del sistema ((6.29)). Sea 7 € [t(, 00) arbitrario
y k € N tal que t,_; <7 < t, adicionalmente = z(7). Se sigue que t, <7+ ATy

Tyt (@)=

ga(tk*l)

123
/ Jo(ty_)(8,7(5,7,7))ds| <

T+AT
< / 9oty (5, 2(s,7,7))|ds < Mg - AT.
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adonde Mg > 0 se encuentra bien definido y es finito ya que se verifica: f € C(R"xR™)
y que E € cmp(R™) en virtud de la estabilidad entrada estados de la Suposicién
juntamente con el hecho de que U € cmp(R™).

El resto de la demostracién sigue la misma linea de razonamiento que la demos-
tracién del Lema (49

|

En cuanto a la consistencia tenemos el siguiente

Lema 102 Dados ¢ > 0, v > 0, y el correspondiente ¢ — y-descartador, con 7 = t,

=400,y D, Ey U como en el Lema[l01] si t € T verifica:

_ 1 ¥
t—1p < In < > ,
LV \eLy

luego si t = ty,
<¢’7 (Ea tk*la fkfla yk)? Sfe(D) (CE<T*))> =1
suponiendo que el estado real del sistema observado pertenece a r* € H(F.(D)).

Como vimos en la Observacion en un sistema de las caracteristicas de (6.12)),
adonde la estimacion se obtiene de un observador que converge, no tiene porqué haber
continuidad en las condiciones iniciales. Dicha propiedad (o falta de) puede sugerirnos
que para obtener un resultado de consistencia tenemos que utilizar una aproximacién
similar a la realizada en el Lema para sistemas conmutados auténomos. Sin
embargo, éste no sera el caso pues alli la ley que regia la seleccion del subsistema activo
a cada instante dependia (y en general era distinta) para cada condicién inicial. Aqui,
si bien la funcién o con la que elegimos el subsistema g, que gobierna la dindmica para
cada instante depende de D; (que a su vez depende de h(z(t)) siendo z(t) el estado
real del sistema), tenemos que para todos los elementos de D; y para el sistema real
el estado Z(t) que se realimenta es el mismo por lo que hay un tnico subsistema que
dicta la evolucién de todos los estados considerados (i.e., los del espacio de busqueda
y el estado del sistema real). Luego procedamos con la demostracién.

Demostracion: Sea ¢* = ¢(C*), el centro de C*. Entonces, para todo = € C*,

Tt () — Tiot(@)| < e-ehs 10 (6.31)
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y C* no serd descartado del espacio de bisqueda (como fuera definido por ¢.,) siempre
y cuando
(T30 (¢)) = h(Ty2 ()] < .

De la condicién de Lipschitz de h y (6.31)) deducimos que:

(ATt (e") = MTyet(2))] < L | T (cF) — Tp' ()|

= LﬂTjﬁ’{(C*) - T;S’E(xﬂ < LY -e. oLt E—to) 5.

En consecuencia, siempre y cuando t < ¢, C* no serd descartado por el € — -
descartador, y se cumplira con la consistencia. i

Antes de enunciar el resultado principal de este Capitulo que surge de conjugar
las condiciones para la consistencia y el descarte con la condiciéon para que el error

de regulacion se mantenga acotado, hagamos una breve definicién auxiliar:

Definicién 103 Dada una sucesion
{(ti,si) 11 E NQ, t; <tit1, Si € E C Rn}

definimos la f-interpolacidn como a la funcién continua a tramos & : [tg, +00) — R®

definida por

z(t) = T}i’t(si) cuando t € [t;, t;y1)

Ahora si, enunciamos el

Teorema 104 Consideremos al sistema (6.1)) y que se cumplen las siguientes condi-

ciones:
» El espacio de biisqueda inicial D verifica la Suposicién [37}
» El sistema (6.1]) es asintéticamente controlable.

= Se tiene una funcién a : R® — R™ localmente Lipschitz continua tal que = =

f(x,a(x)) es globalmente asintéticamente estable.



137

» El espacio de valores de control es un conjunto U € cmp(R™).

» Elsistema & = f(x,a(x) + e,) es estable entrada estados, cuando la entrada es

e, € R™.

Sea también xy € D el estado inicial para un dado instante inicial ¢5. Consideremos

también que F € cmp(R") es el espacio ambiente. Para x € (LF,2LF) sean

QLEME K
Yo = L?’XU In (L_E> ) (632)

y e. > 0 tal que

16k min,cp, W(x)
WS B0 E ok '
6L7VLE max,ep,, [[VV(2)]|

(6.33)

con Mg como en el Lema m y supdngase que el sistema ([6.1]) es yg-observable

y que existe un nimero positivo 7* < 7o/4 tal que t*(v, 7y, ?;;* ) <t (v, 15, B)

para todo v € [to, t*(to, Vu, 35, E*)], donde E* = {(x1,22) € E x E : |h(z1) — h(z2)] <

7*/2}‘

Luego existen dos sucesiones estrictamente crecientes

T:{t()?th”' atka}y
T:{Ti:tki,iENQ,k’QZO}CT

y dos sucesiones decrecientes de niimeros positivos

Y= {Ei,iENQ} y
I'={v,7 € No}

con lim; . € = €, v lim; . v; = & tales que, dada la sucesién de muestras de salida

del sistema (6.1)) correspondientes al estado inicial x(ty) = zo,
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y = {y(t())?y(tl)? s 7y(tk)7 .- } CRP

si el observador

O(D, T, T, 27 F, y) =D D2 .. p DT L (D)

€0,70 €1,71 €iyYi
produce una sucesion de espacios de busqueda { Dy, : t; € T,i € Ny} que junto con una
funcién de seleccién cualquiera S genera la sucesién {s; = S(Dy,) : t; € T,i € No},
entonces la f-interpolacién #(t), al ser realimentada al sistema como «(&(t))
hace que la solucién z(t) del mismo verifique

Jim leo)] <

Demostracion: Dadas las hipdtesis del Teorema, se verifican las condiciones de los
Lemas y por lo que (andlogamente a la construccién en la demostracion del
Teorema al elegir 79 como en ((6.32)) podemos asegurar que existira un tiempo 7,

tal que tg < T, < +oo para el cudl el observador O arrojara estimaciones tales que
méx |S(Dy,) — z(t;)| < 6e

con lo cual |z(t) — x(t)| < 6¢* para t > T,, de manera tal que (véase la demostracion

del Teorema como vy > 16ke* entonces para algun T, > T,

|z(t) — z(t)| < e. para todo t > T,

donde e, > 0 verifica (6.33]). B

Observacién 105 Dados un espacio ambiente E fijo y dos constantes 0 < e; < es,
E,., C E., por lo que el “minimo” de la expresién es mas grande cuanto mas
grande sea e.. Lo contrario ocurre con el “maximo” que figura en el denominador. Por
lo tanto, se puede ver que la expresion (6.33]) no contradice la intuicion pues cuanto

mas pequeno se desea el error de estabilizacién final méas resolucion debe tener el
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mallado inicial de manera que los errores de estimacién del observador se mantengan
acotados por valores mas pequenos en todo instante. El costo a pagar serd, como

habitualmente, carga computacional.

6.3. Ejemplo Numérico

A modo de ejemplo buscaremos estabilizar el siguiente sistema de dimensién n = 3

descripto por las ecuaciones

1) — 4@
@ = ) B (6.34)

con salida y = h(z) no suave definida por

2@ si M >0

h(z) = { (6.35)

0,5-2M si M <.

La ley de realimentacion

1

— (= (M (2) — .
= o) Sl D +10505 — 0,62 (6.36)

a(x)

estabiliza asintticamente a (6.34)). De hecho,

0 1 0
flx,a(x)=1] -1 0 1 ST (6.37)
0,5 0,5 —0,6

donde la matriz tiene espectro {—0,1790 + 0,6175:, —0,1790 — 0,6175i, —0,2419}, i.e.
es Hurwitz y por lo tanto exponencialmente estable. También se puede ver facilmente
que el sistema & = f(z, a(x) + e,) es estable entrada estados.

Tomando al espacio de biisqueda como un conjunto compacto lo suficientemente
grande centrado en cero, consideramos que el espacio ambiente es otro compacto
(también centrado en cero y que contiene al espacio de bisqueda inicial) cuyo didmetro

es 1,5 veces el del espacio de busqueda. Esta eleccién se debe a que, dada la dindmica
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del sistema estabilizado y a que la salida h(x) que consideramos no tiene “zonas
oscuras” (como la que puede producir una funcién de salida como ({3.2))) en cualquier
caso la convergencia del observador a “valores estabilizantes” se dara en no mas de
5 instantes de descarte por lo que el espacio de busqueda quedara holgadamente
confinado a ese valor.

Tenemos de esta manera una cota superior para 7y, que surge de evaluar
para k = 2L¥. Luego, partiendo de esta cota superior que asegura la convergencia del
observador debemos achicar v, hasta alcanzar un valor que satisfaga la cota (|6.33)
para algtin valor de e, suficientemente pequeno para la aplicacion que se considere
pero no demasiado pequeno como para comprometer demasiado desde el punto de
vista del costo computacional (i.e., achicar excesivamente 7y, tiene solamente tiene
consecuencias en términos de costo computacional).

Para poder evaluar la expresién (6.33) uno debe disponer de funciones de control
de Lyapunov para el sistema en cuestion. En este caso podemos hallar facilmente una
funcién de Lyapunov de la forma V(z) = z? Px para resolviendo la ecuacién
de Lyapunov (véase e.g. [32]):

ATP + PA = —wl (6.38)

donde A es la matriz de , I es una matriz identidad de 3 x 3 y w una constante
positiva. Si recordamos lo expuesto en la seccién las funciones V(z) = 2T Pz,
W(x) = w|z|* pueden cumplir el rol de funciones de control de Lyapunov para el
sistema . Ahora bien, para distintos valores de w se obtienen distintos pares
V,W. Sin embargo, como el error en la estimacién que puede tolerar nuestro sistema
estabilizado f(-,a(:)) es una propiedad estructural que (una vez fija &) no puede
depender de la eleccion de w es esperable que la cota que obtenemos para 7y, en (|6.33))

no dependa de dicho parametro.

mianEee W((E)
mixze g, [|VV (@)’

Para ver lo que sucede con notemos que

2

min W(z) =w-e:

r€E,,

y que como ||[VV(x)|| < 2||P||2 - |x| tenemos que
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méx [VV(z)[| < || Pllz - diam(E)

por lo que finalmente

mingep,, W(z) w-e?

VV (@)~ [IP]l2 - diam(E)

maXereE

Fijos F y e. nos interesa ver que sucede con

w

1P]l2

(6.39)

Como tanto V(x) como W (z) son ambas funciones homogéneas de grado 2 que
verifican la ecuacion , es facil ver que la cantidad que define la cota de
estabilidad sobre vy es una constante. En nuestro caso del orden de 0,02.

Aunque las condiciones dadas por el Teorema[104] puedan resultar muy restrictivas
podemos considerar lo siguiente: dado un espacio ambiente F se puede disenar para un
e. “holgado”, luego si se tiene en cuenta que pasado un tiempo el espacio de buisqueda
estard restringido a un espacio més chico (y por lo tanto un espacio ambiente mas
chico) se puede proponer un e, mas pequeno y seguir iterando hasta obtener un
valor de error de estabilizacion muy pequeno. Esto sucede en el plano tedrico, en la
préactica (como se vera en la simulacién) una vez que se alcanza un error pequeno en la
estimacion de los estados el sistema se estabiliza a un error arbitrariamente pequeno.

El resultado de la simulacién, con un mallado lo suficientemente fino (de acuerdo
a las condiciones impuestas por la teoria), AT = 0,5 y A7 = 40 - AT y condicién
inicial zo = [1,1,1]7 puede verse en las Figuras [6.1H6.6 En la Figura se puede
ver la evolucién de la variable de estados, mientras que en las Figuras [6.2H6.4] se
puede observar la evolucién de cada una de las coordenadas de la variable de estados
respecto de la coordenada correspondiente de los puntos en el espacio de busqueda.
En cuanto a la Figura [6.5] ésta exhibe la salida del sistema. Finalmente, la Figura
nos muestra la cantidad de puntos que tiene el espacio de buisqueda a cada instante:
como se puede ver, disminuye rapidamente a medida que se van “distinguiendo”; por
otro lado, en forma periédica, aumenta en los momentos en los que se producen los

refinamientos del mallado.
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Figura 6.1: Evolucion de la variable de estados x.
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Figura 6.2: z; versus Dt(l).
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Figura 6.5: Salida y = h(x).
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Figura 6.6: Evolucién del tamano (#(D;)) del espacio de busqueda.
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Por 1ultimo, cabe destacar que aunque el problema elegido sea sencillo desde el pun-
to de vista algebraico sirve perfectamente como ejemplo pues exhibe las limitaciones
con las que nos encontramos (el mismo es solamente localmente Lipschitz continuo)
lo que para nuestro planteo se erige, dejando de lado la observabilidad, como el inico

factor estructural limitante.

6.4. Conclusiones

En este capitulo hemos encontrado condiciones bajo las cuales el observador al-
ternativo que hemos presentado en los capitulos anteriores garantiza que un sistema
para el cual existe una ley de realimentacion que lo estabiliza asintéticamente cuando
realimentamos su estado también lo hace cuando se reemplaza por una estimacién de
dicho estado. Por las caracteristicas mismas del observador propuesto aqui también
se precisan pocas suposiciones estructurales sobre el sistema, a expensas de un pa-
radigma de observacion de naturaleza “paralela”. Asimismo, se presenta un ejemplo

numérico que exhibe el comportamiento del sistema realimentado con estimaciones.
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Capitulo 7

Conclusiones (Generales

En esta tesis se han construido fundamentalmente dos aproximaciones o métodos
diferentes para resolver el problema de observacién de estados para sistemas Lipschitz

continuos.

El primer método parte de otro conocido y lo extiende a sistemas con controles
a lazo abierto. Si bien en este método no se exigen suposiciones fuertes sobre la
estructura del sistema a observar, su implementacién exige la confeccién de mapas
off-line que relacionan cada historial de mediciones con un estado y un valor de control
que luego se utiliza para parametrizar una funcién de control genérica. Esto iltimo
hace que la utilizacién de este tipo de observadores no sea conveniente para sistemas

a lazo cerrado.

El segundo método de observacion de estados que se presentd, que no parte de
trabajo previo alguno en la literatura, tiene una estructura de naturaleza “paralela”
ya que evaltia al mismo tiempo conjuntos de estados. El caracter general del algoritmo
que se obtuvo se debe a que las suposiciones estructurales sobre el sistema a obser-
var son escasas y es por ello que un mismo esquema de observador, salvo pequenas
variaciones en las condiciones de diseno, fue 1til para abarcar casos tan variados co-
mo sistemas auténomos, sistemas con controles a lazo abierto, sistemas conmutados
autonomos y no-autéonomos, y el problema de estabilizacion mediante realimentacién

de salidas.

Finalmente, es importante remarcar que las condiciones obtenidas para garantizar
la convergencia de este método alternativo son mas restrictivas de lo que podrian ser

para una instancia particular del problema de observacion. Es decir, solamente hemos

147
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hecho uso de pardmetros que describen globalmente al sistema (e.g., constantes de
Lipschitz) sin aprovechar caracteristicas estructurales de una instancia fija del pro-
blema (i.e., qué expresién matemadtica exacta tiene el campo vectorial f que dicta
la evolucion del sistema). Esta informacién nos permitiria por ejemplo elegir un ma-
llado més eficiente que el mallado uniforme propuesto para describir los espacios de
bisqueda.

Obtener representaciones (no uniformes) de los espacios de bisqueda que redunden
en menor costo computacional y en condiciones menos restrictivas para la convergen-

cia forma parte de las posibles extensiones a futuro del método propuesto.



Apéndice A

Sistemas

Introducimos sucintamente en esta seccion la nocién abstracta de sistema segin

las definiciones de [51].

Definicién 106 Un sistema o mdquina con salidas es una tupla ¥ = (T, X, U, ¢, Y, h)

que consiste de:
= Un conjunto temporal T’
= Un conjunto no vacio X al que llamamos el espacio de estados de ¥;
= Un conjunto no vacio U al que llamamos el espacio de valores de entrada de X;

» Un mapa ¢ : Dy — X al que llamamos el mapa de transicion de X, el cudl se

define sobre un subconjunto Dy de

{(r,0,2,w)|o, T €T,0 <72 € X,we U}

= Un conjunto Y al que llamamos espacio de salidas;
» Un mapa h:T x X — Y al que llamamos mapa de mediciones.
tales que se cumplen las siguientes propiedades:

no trivialidad Para cada estado x € X existe al menos un par ¢ < 7 en T y algin

w € U7 tal que w es admisible para x, i.e., tal que (1,0,2,w) € Dy.
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restriccién Siw € Ul”* es admisible para x, luego para cada 7 € [, 11) la restriccion
w1 = W|[,r) de w al intervalo [0, 7) también es admisible para x y la restriccién

Wy 1= W‘[m) es admisible para ¢(7, 0, x,w);

semigrupo Si o, 7, u son tres elementos cualesquiera de T tales que 0 < 7 < pu, si

wi € U y wy € UMM |y si 2 es un estado tal que

¢(7—7 o,, wl) =1y ¢(/~L7 T, T1, WQ) = X2
luego w = wywy también es admisible para x y ¢(u, 0, z,w) = x9;

identidad Para cada o € T y cada = € X, la sucesién vacia o € Ul% es admisible

para x 'y ¢(o,0,1,0) = .

Nosotros, a diferencia de [51] en lugar de considerar al conjunto temporal T como
a un subgrupo de (R,+) E| diremos que T es un subconjunto de R, en nuestro caso

discreto y tipicamente de la forma:

T:{to—i-kATkEN}

para algin ¢ty > 0 y alguin AT > 0. Luego los intervalos en T son de la forma
la,0) ={t € T : a <t < b}, y para cada conjunto U y un intervalo I, el conjunto de

mapas de [ a U se denota como

Ul ={ww: I — U} (A.1)

En el caso de que [ sea el intervalo vacio, el conjunto consiste de un tinico
elemento que denotamos ¢ que puede ser pensado como la “sucesién vacia” de longitud
cero.

Sean o, 7, pu € T tales que ¢ < 7 < . Siw;, € U7 y w, € UMM su concatenacion,

denotada simplemente como wyws, es la funcién w € U definida como

w(t) = { wi(t) sité€ [o,7),

wo(t) sit e[ p).

IPara evitar dificultades al considerar sucesiones finitas.
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Notese que wo = ow = w.
Nota: En nuestro contexto quedara claro y siempre definido de la misma manera

el mapa de salida por lo que sélo utilizaremos para denotar un sistema a la tupla
(T, X,U,0,Y).
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