
1Abstract— In this paper, we prove the equivalence of weak 
attractivity, attractivity, global uniform asymptotic stability and 
exponential stability of switched homogeneous systems whose 
switching signals verify a certain property P. In addition we show 
that these stability properties imply that the system stability is 
robust with respect to disturbances in a power-like sense, which 
comprises both, the exponential ISS and iISS. 
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I. INTRODUCCIÓN

OS SISTEMAS conmutados son un área de investigación 
en teoría de control, principalmente motivada por su 

interés teórico y por sus aplicaciones tecnológicas [1]. Varios 
tipos de sistemas, como por ejemplo los mecánicos, los de 
potencia eléctrica y los de control, pueden ser modelados 
como sistema conmutado ([2], [3]). A pesar de que el estudio 
de estos sistemas puede parecer simple, su comportamiento 
puede ser muy complejo, siendo el ejemplo más conocido de 
esto último el hecho que un sistema conmutado con 
subsistemas estables puede producir trayectorias divergentes 
([2]). En consecuencia, la estabilidad de los sistemas 
conmutados ha sido extensivamente investigada y distintos 
tipos de estabilidad han sido considerados en la literatura (ver 
[2], [4], [5] y las referencias en ellos).  Es sabido que distintas 
propiedades de estabilidad de sistemas dinámicos están 
relacionadas entre sí en algunos casos particulares. Por 
ejemplo, un sistema lineal tiempo invariante es 
exponencialmente estable si es atractivo. En el contexto de 
sistemas conmutados las relaciones entre las diferentes 
propiedades de estabilidad podrían ser muy complejas, 
principalmente debido a que esas relaciones también dependen 
del tipo de señales de conmutación consideradas. Cuando las 
señales de conmutación son arbitrarias, Angeli et al. 
demostraron en [6] que la estabilidad exponencial global, la 
estabilidad asintótica global uniforme, la atractividad global y 
la atractividad global débil, son equivalentes en el caso de 
sistemas conmutados con subsistemas homogéneos. Un 
resultado similar, pero para sistemas lineales fue demostrado 
en [7].  La equivalencia de ciertas propiedades de estabilidad 
en el caso en que las señales de conmutación pertenecen a 
ciertas clases particulares fue demostrada en [8],  para el caso 
de sistemas conmutados homogéneos con retardos e 
incertezas.  Las propiedades consideradas en este último 
trabajo son la estabilidad exponencial global uniforme robusta, 
la estabilidad asintótica uniforme robusta y la atractividad 
global  uniforme robusta .  
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Además de la estabilidad, uno de los  principales problemas de 
la teoría de control consiste en comprender la dependencia de 
la magnitud de los estados respecto de la de las entradas, 
especialmente cuando éstas representan perturbaciones o 
incertezas, como por ejemplo errores en los actuadores o 
errores de medición.  Una de las formulaciones más útiles de 
la estabilidad de un sistema con respecto a las entradas es la 
dada por la estabilidad entrada-estado (ISS por sus siglas en 
inglés), introducida por Sontag ([9]). Otra propiedad de 
estabilidad significativa, aunque más débil que ISS, es la de 
estabilidad entrada-estado integral (iISS por sus siglas en 
inglés)  que también fue introducida por Sontag ([10], [11]). 
Las caracterizaciones de ISS y de iISS en términos de 
funciones de Lyapunov para sistemas conmutados con señales 
de conmutación arbitrarias fueron obtenidas en [12]. En el 
caso de señales de conmutación con tiempo de permanencia 
suficientemente largo, algunos resultados de ISS se basan en 
la existencia de funciones de Lyapunov para cada subsistema 
que satisfacen ciertas condiciones ([13]).   
En este trabajo demostramos que para sistemas conmutados 
homogéneos, la estabilidad exponencial global uniforme, la 
estabilidad asintótica global uniforme, la atractividad global y 
la atractividad global débil, son equivalentes si las señales de 
conmutación pertenecen a una clase de señales admisibles que 
satisface  cierta propiedad que denominamos P.  También 
probamos que estas propiedades de estabilidad implican que la 
estabilidad del sistema conmutado es robusta respecto de 
perturbaciones aditivas que actúan en cada subsistema. Más 
precisamente, si un sistema conmutado homogéneo con 
señales de conmutación en una clase de señales admisibles 
que verifican la propiedad P tiene alguna de las   propiedades 
de estabilidad equivalentes enunciadas, entonces el sistema 
conmutado es finalmente acotado con una cota que depende de 
la integral de la magnitud de las perturbaciones en intervalos 
de longitud fija. Además, la forma en la que las magnitudes de 
los estados decrece hacia la cota final es exponencial. Si las 
perturbaciones son vistas como entradas, entonces se obtienen, 
como casos particulares, que el sistema es exponencialmente 
ISS e iISS.   Es importante puntualizar que no se supone la 
existencia de funciones de Lyapunov de ningún tipo.  
El trabajo está organizado de la siguiente forma.  La Sección 
II contiene las definiciones básicas. En la Sección III se 
presentan los resultados sobre la equivalencia de los diferentes 
tipos de estabilidad. Los resultados de estabilidad robusta son 
dados en la Sección IV. Finalmente la Sección V contiene 
algunas conclusiones.  

II. NOTACIÓN Y DEFINICIONES
Denotaremos con |ߦ| a  la norma euclídea de ߦ ∈ ℝ௡ y para 
todo ݎ ≥ 0, = ௥ܤ ߦ}  ∈ ℝ௡ ∶ |ߦ|  ≤  Dado el conjunto no .{ݎ
vacío ܣ ⊂  ℝ௡,  ܣ + = ௥ܤ ߦ}   ∈ ℝ௡ ∶  ∃ ζ ∈ ℝ௡ ݐ. .ݍ ߦ| − |ߞ  ≤  .{ݎ
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En lo subsecuente consideramos el sistema conmutado ݔሶ (ݐ) = ,(ݐ)ݔ)݂   (1)       ((ݐ)ߪ

donde, para ݐ ∈  [0, ∞), (ݐ)ݔ  ∈  ℝ௡ es el estado y  donde ߪ ∶  [0, ∞)  →  Γ ,   con  Γ un espacio métrico compacto,  es 
una señal de conmutación (i.e. una función seccionalmente 
constante y continua por derecha).  Suponemos que la función  ݂ ∶  ℝ௡ ×  Γ →  ℝ௡ es localmente Lipschitz en el primer 
argumento, uniformemente con respecto al segundo. 
Diremos que el sistema conmutado es homogéneo si para cada ߛ ∈ Γ, ఊ݂ (⋅) =  ݂(⋅, es homogénea en el siguiente sentido:  ఊ݂ (λ ξ)  (ߛ =  λ ఊ݂ (ξ)   para todo ߣ ≥ 0  y todo  ߦ ∈ ℝ௡.  Es claro 
que  ݂(0, (ߛ = 0  para todo  ߛ ∈ Γ, i.e. el origen es un 
equilibrio para cada subsistema ݔሶ =   ఊ݂(ݔ) del sistema 
conmutado.  Notamos que en el caso de un sistema conmutado  
homogéneo  la condición de Lipschitz local es equivalente a 
una global,  i.e. existe ܮ ≥ 0 (una constante de Lipschitz 
global para ݂) tal que |݂(ߦ, (ߛ − ,ᇱߦ)݂  |(ߛ ≤ ߦ| ܮ   ᇱ| paraߦ −
todo  ߦ, ′ߦ ∈ ℝ௡ y todo ߛ ∈ Γ. También notamos que cuando  Γ es finito y para cada ߛ ∈ Γ, ఊ݂  es globalmente Lipschitz y 
homogénea, entonces ݂ satisface la condición general supuesta 
arriba si en Γ se considera la métrica discreta . 
Una clase  importante de sistemas conmutados homogéneos  
es la de los lineales. Más precisamente, si tomamos un 
conjunto compacto de matrices {ܣఊ}ఊ∈୻  ⊂  ℝ௡×௡, con Γ un 
conjunto de indices, tal que ܣఊ ≠ ߛ ఊᇱ siܣ  ≠  y definimos ,′ߛ 
la distancia ߩ en Γ por ߛ)ߩ, (ᇱߛ =∥ ఊܣ ఊᇲܣ − ∥ , donde ∥⋅∥ es 
la norma de operador  inducida, tenemos que  Γ  es un espacio 
métrico compacto y que (1) con  ݂(ߦ, (ߛ =  es un  ߦ ఊܣ 
sistema conmutado homogéneo que satisface las suposiciones 
hechas. 
En lo que sigue  ࣭ denotará el conjunto de todas las señales de 
conmutación. Para  ߦ ∈ ℝ௡, ଴ݐ  ≥ 0   y ߪ ∈ ࣭ cualesquiera, 
existe una solution ݔ  de (1) maximalmente definida tal que ݔ(ݐ଴) = ,⋅)ݔ Denotaremos . ߦ  ,଴ݐ ,ߦ ଴ݐ a tal solución. Cuando (ߪ = 0 simplemente escribiremos  ݐ)ݔ, ,ߦ  .(ߪ
Observación 1: Para sistemas conmutados homogéneos , se 
tiene que ݐ)ݔ, ,0_ݐ ,ߦߣ (ߪ = ,ݐ)ݔ ߣ ,0_ݐ ,ߦ ,(ߪ 0_ݐ ∀ ≥ 0, ߦ ∀ ∈ܴ^݊, ≤ ߣ ∀ ߪ ∀ ݕ 0 ∈ ܵ. 
A lo largo del trabajo supondremos que las señales de 
conmutación admisibles para (1) pertenecen  a una familia ࣭∗  
de señales de conmutación y que (1) is completo para toda 
señal de conmutación admisible,  es decir, para cada ߪ ∈ ,⋅)ݔ,∗࣭ ,଴ݐ ,ߦ ݐ está definida para todo (ߪ ≥ 0, cualesquiera sean ߦ ∈ ℝ௡ y  ݐ଴ ≥ 0. 
En lo que sigue consideraremos las siguientes propiedades de 
estabilidad: 
Definición 1: Dada una familia de señales de conmutación ࣭∗ ⊂ ࣭, diremos que el sistema conmutado (1) es: 

1. Débilmente atractivo respecto de (r.d.) ࣭∗ siliminf௧ →ାஶ | ,ݐ)ݔ ,଴ݐ ,ߦ |(ߪ = 0, ߦ ∀   ,଴  0ݐ ∀ ∈ℝ௡, ߪ  ∀ ∈ ࣭∗.
2. Atractivo r.d. ࣭∗ si , ଴ݐ ∀ ≥ 0, ߦ ∀ ∈ ℝ௡, ∋ ߪ ∀ ࣭∗,lim௧ →ାஶ | ,ݐ)ݔ ,଴ݐ ,ߦ |(ߪ = 0. 
3. Globalmente uniformemente asintóticamente estable

r.d. ࣭∗ si existe una función ߚ ∈  ࣥℒ tal que|ݐ)ݔ, ,଴ݐ ,ߦ |(ߪ ≤ ,|ߦ|)ߚ  ݐ − ,(  ଴ݐ ≤ ݐ ∀ ଴ݐ  ≥0, ߦ ∀ ∈ ℝ௡, ߪ  ∀ ∈ ࣭∗. 
4. Exponencialmente estable r.d. ࣭∗ si existen ܿ ≥ 0  yߙ ≥ 0  tales que|ݐ)ݔ, ,଴ݐ ,ߦ |(ߪ ≤ ,ఈ(௧ି ௧బ)ି݁ |ߦ| ܿ  ≤ ݐ ∀ ଴ݐ  ≥0, ߦ ∀ ∈ ℝ௡, ߪ  ∀ ∈ ࣭∗.

Recordemos que ߚ ∈  ࣥℒ si ߚ: [0, ∞) × [0, ∞) → [0, ∞) es tal 
que ߚ(∙, ,0)ߚ  ,es continua estrictamente creciente (ݐ (ݐ = 0 y (∙,ݎ)ߚ es decreciente y converge a 0 cuando ݐ → ∞. 

Observación 2: Cuando la familia ࣭∗ es invariante por 
translaciones de tiempos positivos,  i.e. para cada  ߪ ∈ ࣭∗ y  ߬ > ఛߪ   0 = ⋅ )ߪ  + ߬) ∈ ࣭∗, se tiene que  ݐ)ݔ, ,଴ݐ ,ߦ (ߪ ݐ)ݔ =  − ,଴ݐ  ,ߦ ≤ ݐ ௧బ) para todoߪ  ,En consecuencia .ߦ ଴ y todoݐ 
en este caso, se obtienen definiciones equivalentes de las 
distintas propiedades de estabilidad enunciadas antes, si solo 
se consideran en esas definiciones soluciones con tiempo 
inicial ݐ଴ = 0. 

III.EQUIVALENCIA DE LAS PROPIEDADES DE
ESTABILIDAD 

En [6] se probó que para sistemas conmutados homogéneos 
con señales de conmutación arbitrarias, i.e. ࣭∗ =  ࣭, las 
propiedades de estabilidad enunciadas en la Definición 1 son 
equivalentes.  En este trabajo probaremos que para esa misma 
clase de sistemas  y para ciertas familias de señales de 
conmutación  ࣭∗, que son subconjuntos propios de  ࣭, esa 
equivalencia sigue valiendo.  Para hacer eso supondremos que  ࣭∗ tiene la siguiente propiedad. 

Definición 2: Una familia ࣭∗ de señales de conmutación tiene 
la propiedad  P  si es invariante por translaciones de tiempos 
positivos y vale lo siguiente: para toda sucesión {ߪ௞}, con ߪ௞ ∈ ࣭∗, existen una subsucesión ൛ߪ௞೗ൟ y ߪ ∈ ࣭∗ tales que lim௟→ஶ ௞೗ߪ (ݐ) = ݐ en casi todo punto (ݐ)ߪ  ≥ 0. 

Varias familias de señales de conmutación que aparecen en las 
aplicaciones tienen la propiedad  P, entre ellas, aquellas que 
tienen un tiempo de residencia común o, más generalmente, 
un tiempo de residencia promedio común  (ver  [14]).  



El siguiente es uno de los resultados principales del artículo. 

Teorema 1: Sea (1) un sistema conmutado homogéneo y sea  ࣭∗ una familia de señales de conmutación que satisface P. 
Entonces las siguientes propiedades son equivalentes 

1. (1) es débilmente atractivo r.d. ࣭∗.

2. (1) es atractivo r.d. ࣭∗ .

3. (1) es globalmente uniformemente asintóticamente
estable   r.d. ࣭∗ .

4. (1) es exponencialmente estable r.d.. ࣭∗.

Para probar el teorema necesitaremos algunos resultados sobre 
los conjuntos alcanzables del sistema (1). Dado que creemos 
que estos resultados podrían ser de interés y utilizados en otros 
contextos,  los probaremos para sistemas conmutados 
generales.  

Dada una familia ࣭∗de señales de conmutación, un estado ߦ y 
dos tiempos ܶ ≥ ߬ ≥ 0, definimos el conjunto alcanzable  ℛఛ் = ℝ௡ ∋ ݓ} ∶ ߪ ∃  ∈ ࣭∗, ݐ ∃ ∈ [߬, ܶሿ ∶ ݓ = ,ݐ)ݔ    ߬, ,ߦ  .{(ߪ
Para un subconjunto ܥ ⊂  ℝ௡, sea  ℛఛ் (ܥ) =  ⋃ ℛఛ் క∈஼(ߦ) .  Si ߬ = 0 escribimos ℛ்(ߦ)  y ℛ்(ܥ)  en vez de  ℛ଴் y ℛ଴்  (ߦ)   (ܥ)
respectivamente. 
Cuando ࣭∗ es invariante por translaciones de tiempos 
positivos , se tiene que ℛఛ் (ߦ)  =  ℛ்ିఛ(ߦ) ,  que  ℛఛ் (ܥ)  = ℛ்ିఛ(ܥ)  y que ℛ்ାఛ(ܥ) =  ℛఛ൫ℛ்(ܥ)൯ . Finalmente 
definimos  ℛ(ܥ) =  ⋃ ℛ்(ܥ)்ஹ଴ . 
Cuando ࣭∗ satisface  P, vale lo siguiente. 

Lema 1: Si ࣭∗ tiene la propiedad P entonces para todo 
compacto no vacío  ܭ ⊂  ℝ௡  y todo ܶ ≥ 0, ℛ்(ܭ) es acotado 

Demostración: Sea ܫ =  {߬ ≥ 0 ∶  ℛఛ(ܭ) es acotado}. Como ℛ଴(ܭ) = (ܭ)y ℛఛ ܭ ⊂  ℛఛ∗(ܭ) si ߬ ≤ ߬∗, resulta que ܫ es un 
intervalo y que 0 ∈ ܫ Supongamos que .ܫ ≠ [0, ∞) y sea ܶ∗ = sup = ∗ܭ Si .ܫ  {ℛ்∗(ܭ)}തതതതതതതതതതതത es compacto, existe ܯ > 0 
tal que |݂(ߦ, |(ߛ ≤ ߦ para todo  ܯ   ∈ ߛ ଵ∗ y todoܭ  ∈ Γ. Aquí ܭଵ∗ ߬ ଵ. Seaܤ + ∗ܭ  = =  1 ⁄ܯ . Entonces, para todo ߦ ∈ ߪ ଵ∗ yܭ  ∈ ࣭∗, puede probarse que ݐ)ݔ, ,ߦ (ߪ  ∈ ݐ ଵ∗ para todoܭ  ∈ [0, ߬ሿ.Luego ℛఛ(ܭ∗ )  ⊂ (ܭ)ଵ∗. Como ℛ்∗ାఛܭ   = ℛఛ ቀℛ்∗(ܭ)ቁ  ⊂  ℛఛ(ܭ∗) , sigue que ℛ்∗ାఛ(ܭ) es acotado lo 

que contradice la definición de ܶ∗. Luego  ℛ்∗(ܭ) es no 
acotado, pero ℛ௦(ܭ) es acotado para todo 0 ≤ ݏ <ܶ∗.Entonces existen  sucesiones {ߦ௜} ⊂ {௜ߪ} y  ܭ ⊂ ࣭∗ tales 
que  ݔ௜ (ݐ) = ,ݐ)ݔ  ,௜ߦ ≤ ݐ ௜) está definida para todoߪ 0 , 
debido a la hipótesis de completitud supuesta,  y la sucesión {ݔ௜} satisface: 

max௧∈[଴,்∗ሿ|ݔ௜(ݐ)| ≥ ݅,    ∀݅ ≥ 1      (2) 

Dado que  ࣭∗ satisface P, podemos suponer sin pérdida de 
generalidad de que existe ߪ ∈ ࣭∗ tal que ߪ௜ (t) ⟶  para (ݐ)ߪ
casi todo ݐ ≥ 0. 
Como ℛ௦(ܭ) es acotado para cada ݏ ∈ [0, ܶ∗), la sucesión {ݔ௜} es uniformemente acotada en [0, ݏ ሿ para cadaݏ ∈ [0, ܶ∗), 
i.e. existe ܯ௦ ≥ 0 tal que |ݔ௜(ݐ)|  ≤ ∋ ݐ ௦ para todoܯ  [0, ሿ yݏ
todo ݅ ≥ 1. De la acotación de ݂ en ܤெೞ × Γ, se deduce la
existencia de  ܯ௦  ᇱ ≥ 0  tal que para todo ݅, |(ݐ)ሶ௜ݔ| ≤ ௦  ᇱܯ para
casi todo  ݐ ∈ [0, es equiacotada y  {௜ݔ} ሿ. Luegoݏ
equicontinua en cada intervalo [0, ሿݏ  ⊂  [0, ܶ∗). Por el
teorema de Arzela y Ascoli existe una subsucesión ൛ݔ௜ೖൟ y una 
función continua ݔ: [0, ܶ∗)  ⟶ ℝ௡ tal que ݔ௜ೖ  ⟶  ݔ
uniformemente en cada intervalo [0, ሿݏ  ⊂  [0, ܶ∗).  
Teniendo en cuenta que ݔ௜ೖ(ݏ) = ௜ೖ(0)ݔ  ׬ + ݂൫ݔ௜ೖ(ݐ) , ௦଴,ݐ݀ ൯(ݐ)௜ೖߪ       (3) 

que ݔ௜ೖ  ⟶ ,uniformemente en [0 ݔ ௜ೖߪ ሿ, queݏ  ⟶  en casi ߪ
todo punto de [0, ሿ, que  lim௞ →ஶݏ ݂൫ݔ௜ೖ(ݐ) , ൯(ݐ)௜ೖߪ ,(ݐ)ݔ)݂= ݐ para casi todo ((ݐ)ߪ ∈ [0, , (ݐ)௜ೖݔሿ y que  ห݂൫ݏ ൯ห(ݐ)௜ೖߪ  ≤ ௦  ᇱܯ   para casi todo  ݐ ∈ [0, ≤ ݇ ሿ y  todoݏ 1, y el teorema de la convergencia mayorada de 
Lebesgue, resulta que (ݏ)ݔ = (0)ݔ  + ׬ ,(ݐ)ݔ)݂ ௦଴ݐ݀ ((ݐ)ߪ ∋ ݏ ∀   [0, ܶ∗), 
o, en otras palabras, (ݏ)ݔ = ,ݏ)ݔ ,(0)ݔ ݏ para todo (ߪ ∈[0, ܶ∗). Luego ݔ es acotada en [0, ܶ∗) ya que es la restricción 
a [0, ܶ∗) de la función ݔ(⋅, ,(0)ݔ ,que está definida en [0 (ߪ ∞).  Sea ܳ = ,0])ݔ  ܶ∗))തതതതതതതതതതതതത;  entonces ܳ es compacto. Sean  ܳଵ = ܳ + ,ߦ)݂| ଵ tal queܯ   ,ଵܤ |(ߛ ≤ ,ߦ) ଵ  para todoܯ  (ߛ ∈ܳଵ × Γ y sea ߬ = min{(2ܯଵ )ିଵ, ܶ∗ }. Como  ݔ௜ೖ(ܶ∗ − ߬) ∗ܶ)ݔ⟶ − ߬) existe ݇∗  tal que  para todo ݇ ≥ ݇∗  หݔ௜ೖ(ܶ∗ − ߬) ∗ܶ)ݔ− − ߬)ห < 1 2⁄   . Se puede ver que ݔ௜ೖ൫ݐ, , ௜ೖߦ ௜ೖ൯ߪ ∈ܳଵ  para todo ݐ ∈ [ܶ∗ − ߬, ܶ∗ሿ y todo ݇ ≥ ݇∗ . Como ൛ݔ௜ೖൟ es 
uniformemente acotada en [0, ܶ∗ − ߬ሿ , se sigue que ൛ݔ௜ೖൟ௞ஹ௞∗ es uniformemente acotada en [0, ܶ∗ሿ, lo que
contradice  (2). Q.E.D 

El siguiente resultado es válido cuando ࣭∗ tiene la propiedad 
P y  (1) es débilmente atractivo r.d. ࣭∗ 

.Lema 2: Supongamos que (1) es débilmente atractivo r.d. una 
familia ࣭∗ de señales de conmutación que tiene la propiedad  
P. Para ߝ > 0, ߦ ∈ ℝ௡ y ߪ ∈ ࣭∗, sea ߬(ߦ, ,ߪ (ߝ = inf {ݐ ≥0: ,ݐ)ݔ ,ߦ (ߪ ∈ ,ߦ)߬ ఌ}. Entoncesܤ ,ߪ es uniformemente (ߝ
acotado cuando (ߦ, ோܤ pertenece a (ߪ × ࣭∗, con ܴ > 0.



Demostración: Para ߝ > 0, ߦ ∈ ℝ௡ y ߪ ∈ ,ߦ)߬ ,∗࣭ ,ߪ  está (ߝ
bien definido porque (1) es débilmente atractivo r.d. ࣭∗. 
Supongamos  que para cierto ܴ > 0, ߬ es no acotado en  ܤோ × ࣭∗. Entonces existen sucesiones {ߦ௜} ⊂ {௜ߪ} ோ  yܤ  ⊂ ࣭∗tales 
que lim௜→ஶ ߬ ,௜ߦ) , ௜ߪ (ߝ = +∞. Podemos suponer que existe ߪ ∈ ࣭∗ tal que ߪ௜ ,en casi todo punto de [0  ߪ ⟶ ∞). Como ℛ்( ܤோ)   es acotado para todo  ܶ ≥ 0, usando argumentos 
similares a los usados en la prueba del  Lema 1, podemos 
asegurar la existencia de una subsucesión  ൛ݔ௜ೖൟ , de una señal 
de conmutación ߪ ∈ ࣭∗ y de una condición inicial ߦ tal que ൛ݔ௜ೖൟ converge a ݔ(⋅, ,ߦ  uniformemente en intervalos de la  (ߪ
forma [0, ܶሿ. Por la atractividad débil existe ܶ∗ tal que |ݔ(ܶ∗, ,ߦ |(ߪ ≤ ߝ 2⁄ . En consecuencia, para ݇ suficientemente 
grande resulta  que หݔ൫ܶ∗, ,௜ೖߦ ௜ೖ ൯หߪ ,∗ܶ)ݔ| ≥ ,ߦ |(ߪ + ߝ 2⁄ ,௜ೖߦLuego, tenemos que ߬൫ . ߝ> ,௜ೖߪ ൯ߝ  ≤ ܶ∗ para ݇  
suficientemente grande, lo que contradice la no acotación  de ߬ 
en ܤோ × ࣭∗. Q.E.D. 

Observación 3:  Si consideramos a las señales de 
conmutación como perturbaciones, el Lema 1 es análogo a la 
Proposición 5.2 en [15] y el Lema 2 es análogo al Corolario 
III.3 en [16] que es consecuencia del Lema III.2 en ese
artículo. Sin embargo, las demostraciones dadas en esos 
trabajos no pueden ser adaptadas para probar los lemas 1 y 2, 
pues en ambas demostraciones es necesario construir una 
perturbación concatenando una sucesión de perturbaciones, lo 
que no es posible en nuestro caso, porque la concatenación de 
señales de conmutación en ࣭∗no necesariamente pertenece a ࣭∗. Las demostraciones que damos explotan la compacidad 
secuencial de las trayectorias del sistema conmutado cuando 
las señales de conmutación pertenecen a una familia ࣭∗ que 
tiene la propiedad  P. 

El siguiente lema es análogo al Corolario III.4  en [15], y 
puede ser demostrado de la misma manera. 

Lema 3: Supongamos que (1) es débilmente atractivo r.d. una  
familia  ࣭∗ de señales de conmutación que satisfacen P. 
Entonces ℛ( ܤோ) es acotado para todo ܴ > 0. 
Usando el Lema 3 y la homogeneidad de (1) es  posible probar 
el Teorema 1 en la misma forma que es probado el Teorema 2 
de  [6]. Sin embargo, para hacer más autocontenido el trabajo 
proporcionaremos una demostración que es más corta y 
directa que la dada en  [6].  

Demostración del Teorema 1: Las implicaciones 4. ⟹ 3. ⟹2. ⟹ 1. son directas.   Probaremos  1. ⟹ 4. Supongamos que
vale  1.;  entonces por el  Lema 3 existe ܯଵ > 0 tal queℛ(ܤଵ) ⊂ ெభ.  Notamos que  por la Observación 1 se tieneܤ
que  |ݐ)ݔ, ,ߦ |(ߪ = ,ݐ)ݔ||ߦ| ߦ ⁄|ߦ| , |(ߪ ≤ ߦpara todo |ߦ|ଵܯ ∈ ℝ௡  ∖ {0} y todo ߪ ∈ ࣭∗. Como ࣭∗ tiene la propiedad P,

de la Observación 2 se sigue que  |ݐ)ݔ, ,ߦ |(ߪ = ݐ)ݔ| ,଴ݐ− ,଴ݐ)ݔ ,ߦ ,(ߪ |(௧బߪ ≤ ,଴ݐ)ݔ| ଵܯ ,ߦ ݐ para todo |(ߪ ≥   ଴. Porݐ
otra parte, por el Lema 2 existe ܶ > 0  tal que para todo  ߦ ∈ ߪ ଵ y todoܤ ∈ ࣭∗, existe 0 ≤ కݐ ≤ ܶ tal que หݔ൫ݐక, ,ߦ ൯หߪ ≤1 ⁄(ଵܯ2) .  Sea ݐ௟ = ݈ܶ ∀݈ ∈ ℕ଴. Entonces vale lo siguiente:  
(a) Para todo ߦ ∈ ℝ௡ y todo ߪ ∈ ,ݐ)ݔ| ,∗࣭ ,ߦ |(ߪ ≤ ெభଶೖ  para  |ߦ|
todo  ݐ ≥ ݇ ௞ y todoݐ ∈ ℕ଴. 

1. Para  ߦ = 0, dado que ݐ)ݔ, 0, (ߪ = 0 para todo ݐ ≥ 0, (a)
vale trivialmente.
2. Sea ߦ ∈ ℝ௡  ∖ {0}. En este caso probamos  (a) por
inducción en ݇ ∈ ℕ଴.
Caso ݇ = 0. Como |ݐ)ݔ, ,ߦ |(ߪ = ,ݐ)ݔ||ߦ| ߦ ⁄|ߦ| , |(ߪ ≤ |ߦ|ଵܯ
para todo  ݐ ≥ 0, (a) se cumple en este caso.
Paso inductivo.  Supongamos que (a) vale  para  ݇ ∈ℕ଴. Entonces |ݐ)ݔ, ,ߦ |(ߪ ≤ ெభଶೖ ݐ para todo  |ߦ| ≥ ௞ߦ ௞ .  Seanݐ = , ௞ݐ)ݔ ,ߦ = ௞ݖ y (ߪ ௞ߦ ⁄|௞ߦ|  (por la condición de 
Lipschitz, ݐ)ݔ, ,ߦ (ߪ ≠ 0 para todo ݐ ≥ 0 porque ߦ௞ ≠ 0). 
Notar que |ߦ௞| ≤ ெభଶೖ ,ݐ)ݔ  Por lo tanto .|ߦ| ,ߦ (ߪ ,ݐ)ݔ |௞ߦ|= ,௞ݖ (ߪ = ݐ)ݔ |௞ߦ| − , ௞ݐ ,௞ݖ ݐ ௧ೖ ) para todoߪ ≥  . ௞ݐ
Dado que  |ݖ௞| = 1, existe 0 ≤ ∗ݐ ≤ ܶ tal que |ݐ)ݔ∗, ,௞ݖ |( ௧ೖߪ ≤ ଵଶ ெభ . 

Consecuentemente, |ݐ)ݔ, ,௞ݖ |( ௧ೖߪ  ≤ ଵଶ ெభ ܯଵ = ଵଶ  para todo ݐ ≥ ܶ. Luego, para todo ݐ ≥   ௞ାଵ tenemosݐ

,ݐ)ݔ|  ,ߦ |(ߪ = ݐ)ݔ| |௞ߦ| − , ௞ݐ ,௞ݖ |( ௧ೖߪ ≤ ெభଶೖశభ  ,|ߦ| 
y (a)  vale para  ݇ + 1.  
Sean ahora ݐ ≥ 0, ߦ ∈ ℝ௡ and ߪ ∈ ࣭∗, y sea ݐ௞ tal que ݐ ∈ , ௞ݐ] ߙ ௞ାଵ ሿ.  De (a) se sigue que siݐ = ln(2) ܶ⁄  y ܿ ,ݐ)ݔ| ଵ, entoncesܯ 2= ,ߦ |(ߪ ≤ ெభଶೖ |ߦ|  = =    ఈ்݁ିఈ௧ೖశభ݁|ߦ|ଵܯ= ఈ௧ೖି݁|ߦ|ଵܯ  ≥ ఈ௧ೖశభି݁|ߦ|ଵܯ 2  .ఈ௧ . Q.E.Dି݁|ߦ|ܿ

IV. PROPIEDADES DE ESTABILIDAD ROBUSTA

En lo que sigue, probaremos que la estabilidad de un sistema 
conmutado  homogéneo es robusta frente a perturbaciones 
aditivas. Para hacerlo consideramos el sistema conmutado 
perturbado ݔሶ = ,ݔ)݂  (ߪ +  (4)     ݑ

donde ݑ: [0, ∞) → ℝ௠ es una perturbación medible Lebesgue 
y localmente esencialmente acotada y ݂: ℝ௠ × Γ → ℝ௡ es 
globalmente Lipschitz en el primer argumento uniformemente 
respecto del segundo y ݂(0, (ߛ = 0 para todo ߛ ∈ Γ.  
Para acotar los estados de (4) en términos del estado inicial y 
la perturbación ݑ introducimos las normas:  



Para  ݌ ≥ 1 y ܶ > 0, ∥ ݑ ∥௣,்= sup௧ஹ଴ ቀ׬ ௣௧ା்௧|(ݏ)ݑ| ቁݏ݀ .ଵ ௣ൗ  
También consideramos ∥ ݑ ∥ஶ= ess.sup.{|ݑ(߬)|: ߬ > 0}. 
Admitimos la posibilidad de que alguna de ellas sea infinita.  

Observación 4: Vale lo siguiente: 
1. Dados dos números positivos  ܶ y ܶᇱ,  existe݇ = ݇(ܶ, ܶᇱ) tal que ∥ ݑ ∥ଵ,்≤ ݇ ∥ ݑ ∥ଵ,்ᇲ.

Por ende, si  ∥ ݑ ∥ଵ,் es finita para un ܶ > 0,∥ ݑ ∥ଵ,்ᇲ es finita para todo ܶᇱ > 0.

2. Teniendo en cuenta que para ݌ > 1, ܶ > 0 y  ݐ ≥ ׬,0 ௧ା்௧|(ݏ)ݑ| ݏ݀ ≤ ܶଵ ௤⁄  ቀ׬ ௣௧ା்௧|(ݏ)ݑ| ቁଵݏ݀ ௣ൗ
, donde ݍ 

satisface 1 ⁄݌ + 1 ⁄ݍ = 1, resulta que ∥ ݑ ∥ଵ,்≤ܶଵ ௤⁄ ∥ ݑ ∥௣,்.  

3. Dado que para  ܶ > 0 y  ݐ ≥ ׬ ,0 ௧ା்௧|(ݏ)ݑ| ≥ ݏ݀ ܶ(ess.sup.{|ݑ(߬)|: ݐ ≤ ߬ ≤ ݐ + ܶ}) ≤ ܶ ∥ ݑ ∥ஶ, se 
sigue que  ∥ ݑ ∥ଵ,்≤ ܶ ∥ ݑ ∥ஶ. 

4. Si para ݐ ≥ (ݏ)௧ݑ  ௧ es la funciónݑ ,0 = para0 ,(ݏ)ݑ ≤ ݏ ≤ (ݏ)ݑ y ݐ = 0 si ݏ > ∥ entonces ,ݐ ௧ݑ ∥௣,் es
finita para todo ݌ ≥ 1 y todo ܶ > 0. Además, las
desigualdades en 1., 2. y 3. siguen valiendo con ݑ௧ en
lugar de ݑ.

Para estudiar la estabilidad de  (4) consideramos el sistema 
más general  ݔሶ = ,ݔ)݂  ,ݑ  (5)     (ߪ

con ݂: ℝ௡ × ℝ௠ × Γ → ℝ௡ y ݂(0,0, (ߛ = 0 para todo  ߛ ∈ Γ. 

 Probaremos  lo siguiente:  

 Teorema 2: Supongamos que ݂ en (5) es globalmente 
Lipschitz en los dos primeros  argumentos,  uniformemente 
con respecto al tercero. También supongamos que ݔሶ = ,ݔ)݂  0,  (6)     (ߪ

es exponencialmente estable r.d. una familia  ࣭∗ de señales de 
conmutación que es invariante por translaciones  de tiempos 
positivos. Sean ܶᇱ > 0 y  ݌ ≥ 1  o ݌ = ∞. Entonces existen 
constantes positivas ܿ∗,  tales que para toda ∗ߤ y ∗ߙ
perturbación ݑ: [0, ∞) → ℝ௡, toda ߪ ∈ ࣭∗y todo ߦ ∈ ℝ௡, si ݐ)ݔ, ,ߦ ,ߪ ,0)ݔ es  la única solución de (5) tal que (ݑ ,ߦ ,ߪ (ݑ ,ݐ)ݔ| entonces ,ߦ= ,ߦ ,ߪ |(ݑ ≤ ఈ∗௧ି݁|ߦ|∗ܿ + ∗ߤ ∥ ௧ݑ ∥௣,்ᇲ, ݐ ∀ ≥ 0,     (7) 

donde ∥ ௧ݑ ∥ஶ,்ᇲ=∥ ௧ݑ ∥ஶ. 

Demostración: Por causalidad,  podemos suponer que las 
perturbaciones ݑ son tales que ∥ ݑ ∥௣,்ᇲ es finita, y en 
consecuencia ∥ ݑ ∥ଵ,்ᇲ también es finita.  
En lo siguiente ݔ(⋅, ,ߦ  denota la solución del sistema no (ߪ
perturbado (6) correspondiente a ߪ ∈ ࣭∗tal que 0)ݔ, ,ߦ (ߪ ߦ = ∈ ℝ௡.  Como (6) es exponencialmente estable r.d. ࣭∗ existe ܿ > 0 y ߙ > 0 tales que  
,ݐ)ݔ|  ,ߦ |(ߪ ≤ ݐ ∀  ఈ௧ି݁|ߦ|ܿ ≥ 0, ߦ ∈ ℝ௡, ߪ ∈ ࣭∗.  
Sea ܶ > 0 tal que ܿ݁ିఈ் = 1 2⁄  y sea ߤ =  es ܮ ௅், donde݁ܮ
una constante de Lispchitz global para ݂.  Entonce para todo ߦ ∈ ℝ௡ y toda perturbación  ݑ, si (ݐ)ݔ = ,ݐ)ݔ ,ߦ ,ߪ  lo ,(ݑ
siguiente vale para todo ݇ ∈ ℕ଴ 1. + ௞ݐ)ݔ| ≥|(ݐ ೎మೖ |ߤ |ߦ൫ܿ ∑ 2ି௝௞ିଵ௝ୀ଴ + 1൯ ∥ ௧ݑ ∥ଵ,், ݐ∀ ∈[0, ܶ).
2. ≥|( ௞ାଵݐ)ݔ| ೎మೖశభ |ߦ| + ∥ ߤ  ்ݑ ∥ଵ,் ∑ 2ି௝௞௝ୀ଴ . 
donde ݐ௞ = ݇ܶ ∀݇ ∈ ℕ଴ y, por  convención, ∑ ௝ܽିଵ௝ୀ଴ = 0. 
Probaremos la afirmación por inducción en  ݇ ∈ ℕ଴.  

 Caso ݇ = 0.  Sea (ݐ)ݖ = ,ݐ)ݔ ,ߦ  luego, como ,(ߪ

(ݐ)ݔ = ߦ  + න ,(ݏ)ݔ)݂ ,(ݏ)ݑ ௧((ݏ)ߪ
଴ ݐ ∀   ݏ݀  ≥  ݕ   ,0

(ݐ)ݖ = ߦ  + න ,(ݏ)ݖ)݂ 0, ௧((ݏ)ߪ
଴ ݐ ∀   ݏ݀  ≥ 0, 

tenemos que para todo 0 ≤ ݐ ≤ ܶ 

(ݐ)ݔ| − |(ݐ)ݖ ≤ න ,(ݏ)ݔ)݂| ,(ݏ)ݑ ((ݏ)ߪ − ,(ݏ)ݖ)݂ 0, ௧|((ݏ)ߪ
଴ ݏ݀
≤ න (ݏ)ݔ|ܮ) − |(ݏ)ݖ + ௧(|(ݏ)௧ݑ|ܮ

଴        ݏ݀
≤   න (ݏ)ݔ|ܮ − ௧|(ݏ)ݖ

଴ ݏ݀ + ܮ ∥ ௧ݑ ∥ଵ,். 
Aplicando el Lema de Gronwall obtenemos |(ݐ)ݔ − |(ݐ)ݖ ≤ ܮ ∥ ௧ݑ ∥ଵ,் ݁௅௧, ݐ∀ ∈ [0, ܶሿ 
y, usando que |(ݐ)ݔ| ≤ |(ݐ)ݖ| + (ݐ)ݔ| −  la estabilidad ,|(ݐ)ݖ
exponencial del sistema no perturbado y las definiciones de ܶ 
y ߤ, tenemos que para todo ݐ ∈ [0, |(ݐ)ݔ| (ܶ ≤ ఈ௧ି݁|ߦ|ܿ + ߤ ∥ ௧ݑ ∥ଵ,்≤ |ߦ|ܿ + ߤ ∥ ௧ݑ ∥ଵ,், 
y |ݔ(ܶ)| ≤ ଵଶ |ߦ| + ߤ ∥ ்ݑ ∥ଵ,். 
Por lo tanto 1. y 2. de la afirmación valen para ݇ = 0. 
Paso inductivo. Sea ݇ ∈ ℕ tal que 1. y 2. valen para ݇ − 1. 
Sea ݔ௞(ݐ) = ௞ݐ)ݔ + ,ݐ ,ߦ ,ߪ (ݐ)௞ݔ Entonces .(ݑ =



,ݐ)ݔ ,(௞ݐ)ݔ ,௧ೖߪ ݐ ௞) para todoݑ ≥ 0, donde  ݑ௞ = ⋅)ݑ  .(௞ݐ+
Notamos que ݑ௧௞(⋅) = (ݐ)௞ݖ ௧ା௧ೖ(⋅).  Seaݑ = ,ݐ)ݔ ,(௞ݐ)ݔ   .(௧ೖߪ
Dado que ࣭∗ es invariante  por translaciones ߪ௧ೖ ∈ ࣭∗. Con 
los mismos pasos que en el caso ݇ = 0, pero con ݔ௞, ,௞ݖ ,௧ೖߪ ,ݔ  ,en lugar de, respectivamente  (௞ݐ)ݔ ௞ yݑ ,ݖ ,ߪ  ݑ
y ߦ, obtenemos para todo ݐ ∈ [0, |(ݐ)௞ݔ| :(ܶ ≤ ఈ௧ି݁|(௞ݐ)ݔ|ܿ + ߤ ∥ ௧௞ݑ ∥ଵ,்≤ |(ݐ)௞ݔ|ܿ + ߤ ∥ ௧௞ݑ ∥ଵ,் 

y |ݔ௞(ܶ)| ≤ ଵଶ |(௞ݐ)ݔ| + ߤ ∥ ௞்ݑ ∥ଵ,். 
Teniendo en cuenta que |ݔ(݇ܶ)| ≤ ଵଶೖ |ߦ| + ߤ ∥ ௧ݑ ∥ଵ,் ∑ 2ି௝௞ିଵ௝ୀ଴  y que ∥ ௧௞ݑ ∥ଵ,்≤∥ ௧ݑ ∥ଵ,்,obtenemos para todo ݐ ∈ [0, ≥|(ݐ)௞ݔ| (ܶ ೎మೖ |ߤ |ߦ൫ܿ ∑ 2ି௝௞ିଵ௝ୀ଴ + 1൯ ∥ ௧ݑ ∥ଵ,்,  y
≥|( ௞ାଵݐ)ݔ| ଵଶೖశభ |ߦ| + ∥ ߤ  ்ݑ ∥ଵ,் ෍ 2ି௝௞

௝ୀ଴  

Por lo tanto 1. y 2. De la afirmación valen para  ݇. 
Como para todo ݇ ≥ 0, ∑ 2ି௝௞௝ୀ଴ < ∑ 2ି௝ஶ௝ୀ଴ = 2, 
considerando 1. de la afirmación y razonando como en la 
demostración del Teorema 1, se sigue que |(ݐ)ݔ| ≤ ఈ∗௧ି݁|ߦ|∗ܿ + ߤ̂ ∥ ௧ݑ ∥ଵ,், ݐ∀ ≥ 0, 
con ܿ∗ = 2 ܿ, ∗ߙ = ln(2) ܶ⁄  y  ̂ߤ = (2ܿ +  Teniendo en  .ߤ(1
cuenta 1., 2. y 3. de la Observación 4,  la tesis del teorema se 
cumple con ߤ∗ = ݇(ܶ, ܶᇱ)̂ߤ  si  ݌ = ∗ߤ ,1 = ܶଵ ௤⁄ ݇(ܶ, ܶᇱ)̂ߤ si ݌ > 1 y ߤ∗ = ܶ݇(ܶ, ܶᇱ)̂ߤ  cuando  ݌ =  ∞. Q.E.D. 

Observación 5:  Si pensamos a ݑ en (5) como una entrada al 
sistema, el Teorema 2 muestra que (5) es tanto ISS como iISS, 
cuando el sistema no perturbado (6)  es globalmente Lipschitz 
y  exponencialmente estable. En [17] este resultado (solo para 
ISS) se prueba  para sistemas no conmutados  usando un 
teorema inverso de Lyapunov y las caracterizaciones de ISS. 
Esa demostración no puede adaptarse a nuestro caso porque 
no existe un teorema inverso de Lyapunov como el usado en 
[17],  excepto para el caso de señales de conmutación 
arbitrarias (ver [18]). 

Corolario 1:  Supongamos que (1) es un sistema conmutado 
homogéneo y que  ࣭∗ es una familia de señales de 
conmutación que satisface P . Entonces, si (1) tiene alguna de 
las propiedades de estabilidad enunciadas en el Teorema 1, las 
conclusiones de Teorema 2 son válidas para el sistema 
perturbado (4). 

Demostración: Por el Teorema 1, (1) es exponencialmente 
estable  r.d. ࣭∗. Como cualquier sistema conmutado 
homogéneo localmente  Lipschitz  es globalmente Lipschitz y 

࣭∗ es invariante por translaciones por tener la propiedad P, el 
corolario es consecuencia del Teorema 2. Q.E.D. 

V. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos mostrado que para sistemas conmutados 
homogéneos con señales de conmutación en una clase que 
satisface cierta propiedad denominada P , las propiedades de 
atractividad débil, de atractividad, de estabilidad global 
asintótica y de estabilidad global exponencial son 
equivalentes. Luego, hemos aplicado esta equivalencia para 
probar que estas propiedades de estabilidad son robustas en el 
siguiente sentido: si se aplica al sistema una perturbación 
aditiva,  entonces los estados convergen exponencialmente 
hacia una bola cuyo radio depende de las integrales de la 
perturbación  en intervalos de longitud finita. En particular se 
obtiene la estabilidad ISS y la iISS del sistema cuando las 
perturbaciones son vistas como entradas. 
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