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Abstract— In this paper, we prove the equivalence of weak
attractivity, attractivity, global uniform asymptotic stability and
exponential stability of switched homogeneous systems whose
switching signals verify a certain property P. In addition we show
that these stability properties imply that the system stability is
robust with respect to disturbances in a power-like sense, which
comprises both, the exponential ISS and iISS.
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I. INTRODUCCION

OS SISTEMAS conmutados son un area de investigacion

en teoria de control, principalmente motivada por su
interés tedrico y por sus aplicaciones tecnologicas [1]. Varios
tipos de sistemas, como por ejemplo los mecanicos, los de
potencia eléctrica y los de control, pueden ser modelados
como sistema conmutado ([2], [3]). A pesar de que el estudio
de estos sistemas puede parecer simple, su comportamiento
puede ser muy complejo, siendo el ejemplo mas conocido de
esto ultimo el hecho que un sistema conmutado con
subsistemas estables puede producir trayectorias divergentes
([2D). En consecuencia, la estabilidad de los sistemas
conmutados ha sido extensivamente investigada y distintos
tipos de estabilidad han sido considerados en la literatura (ver
[21, [4], [5] y las referencias en ellos). Es sabido que distintas
propiedades de estabilidad de sistemas dinamicos estan
relacionadas entre si en algunos casos particulares. Por
ejemplo, un sistema linecal tiempo invariante es
exponencialmente estable si es atractivo. En el contexto de
sistemas conmutados las relaciones entre las diferentes
propiedades de estabilidad podrian ser muy complejas,
principalmente debido a que esas relaciones también dependen
del tipo de sefiales de conmutacion consideradas. Cuando las
sefiales de conmutacion son arbitrarias, Angeli et al
demostraron en [6] que la estabilidad exponencial global, la
estabilidad asintdtica global uniforme, la atractividad global y
la atractividad global débil, son equivalentes en el caso de
sistemas conmutados con subsistemas homogéneos. Un
resultado similar, pero para sistemas lineales fue demostrado
en [7]. La equivalencia de ciertas propiedades de estabilidad
en el caso en que las sefiales de conmutacion pertenecen a
ciertas clases particulares fue demostrada en [8], para el caso
de sistemas conmutados homogéneos con retardos e
incertezas. Las propiedades consideradas en este ultimo
trabajo son la estabilidad exponencial global uniforme robusta,
la estabilidad asintotica uniforme robusta y la atractividad
global uniforme robusta .
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Ademas de la estabilidad, uno de los principales problemas de
la teoria de control consiste en comprender la dependencia de
la magnitud de los estados respecto de la de las entradas,
especialmente cuando éstas representan perturbaciones o
incertezas, como por ejemplo errores en los actuadores o
errores de medicion. Una de las formulaciones mas utiles de
la estabilidad de un sistema con respecto a las entradas es la
dada por la estabilidad entrada-estado (ISS por sus siglas en
inglés), introducida por Sontag ([9]). Otra propiedad de
estabilidad significativa, aunque mas débil que ISS, es la de
estabilidad entrada-estado integral (iISS por sus siglas en
inglés) que también fue introducida por Sontag ([10], [11]).
Las caracterizaciones de ISS y de iISS en términos de
funciones de Lyapunov para sistemas conmutados con sefiales
de conmutacion arbitrarias fueron obtenidas en [12]. En el
caso de sefiales de conmutacion con tiempo de permanencia
suficientemente largo, algunos resultados de ISS se basan en
la existencia de funciones de Lyapunov para cada subsistema
que satisfacen ciertas condiciones ([13]).

En este trabajo demostramos que para sistemas conmutados
homogéneos, la estabilidad exponencial global uniforme, la
estabilidad asintdtica global uniforme, la atractividad global y
la atractividad global débil, son equivalentes si las sefiales de
conmutacion pertenecen a una clase de sefiales admisibles que
satisface cierta propiedad que denominamos P. También
probamos que estas propiedades de estabilidad implican que la
estabilidad del sistema conmutado es robusta respecto de
perturbaciones aditivas que actian en cada subsistema. Mas
precisamente, si un sistema conmutado homogéneo con
sefiales de conmutacién en una clase de sefiales admisibles
que verifican la propiedad P tiene alguna de las propiedades
de estabilidad equivalentes enunciadas, entonces el sistema
conmutado es finalmente acotado con una cota que depende de
la integral de la magnitud de las perturbaciones en intervalos
de longitud fija. Ademas, la forma en la que las magnitudes de
los estados decrece hacia la cota final es exponencial. Si las
perturbaciones son vistas como entradas, entonces se obtienen,
como casos particulares, que el sistema es exponencialmente
ISS e iISS. Es importante puntualizar que no se supone la
existencia de funciones de Lyapunov de ningun tipo.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma. La Seccion
I contiene las definiciones basicas. En la Seccion III se
presentan los resultados sobre la equivalencia de los diferentes
tipos de estabilidad. Los resultados de estabilidad robusta son
dados en la Seccion IV. Finalmente la Seccion V contiene
algunas conclusiones.

II. NOTACION Y DEFINICIONES

Denotaremos con |£]| a la norma euclidea de & € R" y para
todo r =0, B, = {{ € R": |¢| < r}. Dado el conjunto no
vacio A ¢ R",

A+B. = {{€eR*": 3T eR" t.q.|§— (| <7}



En lo subsecuente consideramos el sistema conmutado

x(6) = f(x(®),0(0) (M

donde, parat € [0,), x(t) € R" esel estadoy donde

o: [0,00) » I, con I un espacio métrico compacto, es
una sefial de conmutacion (i.e. una funcion seccionalmente
constante y continua por derecha). Suponemos que la funcion
f: R*x I' > R"es localmente Lipschitz en el primer
argumento, uniformemente con respecto al segundo.

Diremos que el sistema conmutado es homogéneo si para cada
Y €T, f, () = f(-,¥) es homogénea en el siguiente sentido:
fy @& = Af, (§) paratodod =0 ytodo & € R™. Esclaro
que f(0,y) =0 paratodo y €T, i.e. el origen es un
equilibrio para cada subsistema x = f, (x) del sistema
conmutado. Notamos que en el caso de un sistema conmutado
homogéneo la condicion de Lipschitz local es equivalente a
una global, i.e. existe L = 0 (una constante de Lipschitz
global para f) tal que |f(§,¥) — f(",¥)| < L|§ — &'| para
todo ¢,¢' € R" y todo y € I'. También notamos que cuando

[ es finito y para caday €T, f, es globalmente Lipschitz y
homogénea, entonces f satisface la condicion general supuesta
arriba si en I se considera la métrica discreta .

Una clase importante de sistemas conmutados homogéneos
es la de los lineales. Mas precisamente, si tomamos un
conjunto compacto de matrices {4, },er © R™", conT un
conjunto de indices, tal que A, # A, siy # y', y definimos
la distancia p en T por p(y,¥") =l A, — A,/ ||, donde |||l es
la norma de operador inducida, tenemos que I' es un espacio
métrico compacto y que (1) con f(§,y) = A, & esun
sistema conmutado homogéneo que satisface las suposiciones
hechas.

En lo que sigue S denotara el conjunto de todas las sefiales de
conmutacion. Para £ € R™, t; > 0 y o € § cualesquiera,
existe una solution x de (1) maximalmente definida tal que
x(ty,) = & . Denotaremos x(:, ty, &, 0) a tal solucion. Cuando
to = 0 simplemente escribiremos x(t, ¢, o).

Observacion 1: Para sistemas conmutados homogéneos , se
tiene que x(t,t_0,A§,0) = 1 x(t,t_0,¢,0), Vt 0 =>0,VE €
R™M,YA =>20yVo€ES.

A lo largo del trabajo supondremos que las sefiales de
conmutacion admisibles para (1) pertenecen a una familia §*
de sefiales de conmutacion y que (1) is completo para toda
sefial de conmutacion admisible, es decir, para cada o € §*,
x(:, to, &, 0) esta definida para todo t > 0, cualesquiera sean
EeER"y t, =0.

En lo que sigue consideraremos las siguientes propiedades de
estabilidad:

Definicién 1: Dada una familia de sefiales de conmutacion
§* c §, diremos que el sistema conmutado (1) es:

1. Débilmente atractivo respecto de (r.d.) $* si
liminf, |, | x(t, ty,é,0)| =0,Vt, 0, VEE
RYV o € S*.

2. Atractivord. §*si,Vt, =2 0,VEER, Vo €S,

tl—l>r-Poo | x(t, to, &, 0)| = 0.

3.  Globalmente uniformemente asintoticamente estable
r.d. §* si existe una funciéon § € KL tal que
lx(t, t0,§,0) < BUSL t =t ), VE = tg 2
0,véEER",YVY g€eS™.

4. Exponencialmente estable r.d. $* siexistenc =0 y
a = 0 tales que
lx(t, to, &, 0)| < c|El e @t vt > t, >
0,Vv¢éER",V g€eS™

Recordemos que f € KL si B:[0,00) X [0,00) — [0, o0) es tal
que B(+,t) es continua estrictamente creciente, $(0,t) =0y
B(r,) es decreciente y converge a 0 cuando t — oo,

Observacion 2: Cuando la familia $* es invariante por
translaciones de tiempos positivos, i.e. paracada 0 € S*y

T >0 o= o(-+1)€S§* setiene que x(t,ty,&,0) =
x(t — to,&,0%) paratodot = t,y todo €. En consecuencia,
en este caso, se obtienen definiciones equivalentes de las
distintas propiedades de estabilidad enunciadas antes, si solo
se consideran en esas definiciones soluciones con tiempo
inicial t, = 0.

III.LEQUIVALENCIA DE LAS PROPIEDADES DE
ESTABILIDAD

En [6] se probd que para sistemas conmutados homogéneos
con sefiales de conmutacion arbitrarias, i.e. §* = §, las
propiedades de estabilidad enunciadas en la Definicion 1 son
equivalentes. En este trabajo probaremos que para esa misma
clase de sistemas y para ciertas familias de sefiales de
conmutacion §*, que son subconjuntos propios de S, esa
equivalencia sigue valiendo. Para hacer eso supondremos que
S* tiene la siguiente propiedad.

Definicion 2: Una familia $* de sefiales de conmutacion tiene
la propiedad P si es invariante por translaciones de tiempos
positivos y vale lo siguiente: para toda sucesion {a;}, con

* . s *
0, € 8", existen una subsucesion {akl} y o € §* tales que

lim;_,, 0y, (t) = o(t) en casi todo punto t = 0.

Varias familias de sefiales de conmutacion que aparecen en las
aplicaciones tienen la propiedad P, entre ellas, aquellas que
tienen un tiempo de residencia comun o, mas generalmente,
un tiempo de residencia promedio comtin (ver [14]).



El siguiente es uno de los resultados principales del articulo.

Teorema 1: Sea (1) un sistema conmutado homogéneo y sea
S* una familia de sefiales de conmutacion que satisface P.
Entonces las siguientes propiedades son equivalentes

1. (1) es débilmente atractivor.d. S*.
2. (1)esatractivor.d. S*.

3. (1) es globalmente uniformemente asintéticamente
estable r.d.S*.

4. (1) es exponencialmente estable r.d.. §*.

Para probar el teorema necesitaremos algunos resultados sobre
los conjuntos alcanzables del sistema (1). Dado que creemos
que estos resultados podrian ser de interés y utilizados en otros
contextos, los probaremos para sistemas conmutados
generales.

Dada una familia §*de sefiales de conmutacion, un estado € y
dos tiempos T = 7 > 0, definimos el conjunto alcanzable
RI={w eR": 3g€s*3Ate[r,T]:w= x(t 7,¢§0)}

Para un subconjunto € € R", sea RT(C) = Ugec RT(§). Si
7 = 0 escribimos RT(§) y RT(C) envezde R} (&) y RE(C)
respectivamente.

Cuando §* es invariante por translaciones de tiempos
positivos , se tiene que RT(§) = RT™%(&), que RT(C) =
RT=%(C) y que RT**(C) = R*(RT(C)) . Finalmente
definimos R(C) = Urso RT(C).

Cuando §* satisface P, vale lo siguiente.

Lema 1: Si §* tiene la propiedad P entonces para todo
compacto no vacio K € R™ ytodo T = 0, RT(K) es acotado

Demostracion: Seal = {t > 0: R"(K) es acotado}. Como
RO(K) = KyR*(K) € R* (K)sit < 1% resulta que I es un
intervalo y que 0 € I. Supongamos que I # [0, o) y sea

T* =supl.SiK* = {RT"(K)} es compacto, existe M > 0
tal que |f(¢,¥)] < M paratodo é € K{ ytodoy € I'. Aqui
K; = K* + B;.Seat = 1/M. Entonces, para todo § € Ky
o € §*, puede probarse que x(t,¢,0) € K; paratodo

t € [0,7].Luego R*(K*) c K;.Como RT**(K) =

R* (fRT*(K)) c R*(K*), sigue que RT *7(K) es acotado lo

que contradice la definicion de T*. Luego RT (K) es no
acotado, pero R°(K) es acotado paratodo 0 < s <
T*.Entonces existen sucesiones {§;} € K y {0;} c §* tales
que x; (t) = x(t, &, 0;) esta definida paratodot >0,
debido a la hipotesis de completitud supuesta, y la sucesion
{x;} satisface:

maxeepor+ X ()| =4, Vi =1 )

Dado que S satisface P, podemos suponer sin pérdida de
generalidad de que existe o € §* tal que g; (t) — o(t) para
casitodot > 0.

Como R*(K) es acotado para cada s € [0,T*), la sucesion
{x;} es uniformemente acotada en [0, s] para cada s € [0,T*),
i.e. existe My = 0 tal que |x;(t)| < M, paratodot € [0,s]y
todoi = 1. De la acotacion de f en By, X T, se deduce la
existencia de M, = 0 tal que para todo i, |x;(t)| < M/ para
casitodo t € [0,s]. Luego {x;} esequiacotaday
equicontinua en cada intervalo [0,s] < [0,T*). Por el
teorema de Arzela y Ascoli existe una subsucesion {xik} y una
funcion continua x: [0, T*) — R" tal que Xjy, —X
uniformemente en cada intervalo [0,s] < [0,T%).

Teniendo en cuenta que

x4, (8) = x,(0) + [ f(x, (8, 0, (8)) dt, 3)

que x;, — x uniformemente en [0, s], que g;, — o en casi
todo punto de [0, s], que limy L4 f(xik(t) ) O () =
f(x(t),0(t)) para casi todo t € [0, s] y que

|f(xik(t) ,aik(t))| < M; para casitodo t € [0,s] y todo
k =1,y el teorema de la convergencia mayorada de
Lebesgue, resulta que

x(s) = x(0) + f;f(x(t),a(t)) dt Vs €[0,T"),

0, en otras palabras, x(s) = x(s,x(0), o) para todo s €
[0,T*). Luego x es acotada en [0, T*) ya que es la restriccion
a[0,T*) de la funcion x(-, x(0), ¢) que estad definida en
[0,0). Sea Q = x([0,T*)); entonces Q es compacto. Sean

Q. =Q+ B;, M talque|f(§,y)| < M, paratodo (¢,y) €
Q; xT'yseat = min{(2M,; )~',T* }. Como x;, (T* — 1) —

x(T" — 1) existe k™ tal que paratodok = k" |x;, (T* — 1) —
x(T* — T)l < 1/2 . Se puede ver que xl-k(t, S ,O'ik) €

Qq paratodot € [T* —7,T*] y todo k = k*. Como {xik} es
uniformemente acotada en [0, T* — 7], se sigue que

{xik}k>k* es uniformemente acotada en [0, T*], lo que
contradice (2). Q.E.D

El siguiente resultado es valido cuando §* tiene la propiedad
Py (1) es débilmente atractivor.d. $*

.Lema 2: Supongamos que (1) es débilmente atractivo r.d. una
familia §* de sefiales de conmutacion que tiene la propiedad
P.Parac >0, € R"yo € §* sea1(é,0,6) =inf{t =
0:x(t,&,0) € B.}. Entonces 7(¢, g, €) es uniformemente
acotado cuando (¢, 0) pertenece a By X §*, con R > 0.



Demostracion: Parae > 0, e R"yo € §*, 1(§,0,¢) esta
bien definido porque (1) es débilmente atractivor.d. S*.
Supongamos que para cierto R > 0, T es no acotado en B X
§*. Entonces existen sucesiones {§;} € By y {0;} € S*tales
que lim;_, 7 (&;, 0, €) = 400. Podemos suponer que existe
0 € §* tal que 0; — ¢ en casi todo punto de [0, ). Como
RT(Bg) esacotado para todo T = 0, usando argumentos
similares a los usados en la prueba del Lema 1, podemos
asegurar la existencia de una subsucesion {xl-k} , de una sefal
de conmutacion ¢ € §* y de una condicion inicial € tal que
{xl-k} converge a x(-, &, 0) uniformemente en intervalos de la
forma [0, T]. Por la atractividad débil existe T* tal que

|x(T*, &, 0)| < &/2. En consecuencia, para k suficientemente
grande resulta que |x(T*,§ik, O, )| < |x(T* & 0)|+e/2 <
¢ . Luego, tenemos que T(Eik, Oy s) < T"parak
suficientemente grande, lo que contradice la no acotacion de T
enBg X S*. QED.

Observacion 3: Si consideramos a las sefiales de
conmutacion como perturbaciones, el Lema 1 es analogo a la
Proposicion 5.2 en [15] y el Lema 2 es analogo al Corolario
II1.3 en [16] que es consecuencia del Lema II1.2 en ese
articulo. Sin embargo, las demostraciones dadas en esos
trabajos no pueden ser adaptadas para probar los lemas 1y 2,
pues en ambas demostraciones es necesario construir una
perturbacion concatenando una sucesion de perturbaciones, lo
que no es posible en nuestro caso, porque la concatenacion de
sefiales de conmutacion en § *no necesariamente pertenece a
S§*. Las demostraciones que damos explotan la compacidad
secuencial de las trayectorias del sistema conmutado cuando
las sefiales de conmutacion pertenecen a una familia S* que
tiene la propiedad P.

El siguiente lema es andlogo al Corolario I11.4 en [15],y
puede ser demostrado de la misma manera.

Lema 3: Supongamos que (1) es débilmente atractivo r.d. una
familia §* de sefales de conmutacion que satisfacen P.
Entonces R( Bg) es acotado para todo R > 0.

Usando el Lema 3 y la homogeneidad de (1) es posible probar
el Teorema 1 en la misma forma que es probado el Teorema 2
de [6]. Sin embargo, para hacer mas autocontenido el trabajo
proporcionaremos una demostracion que es mas corta y
directa que la dada en [6].

Demostracion del Teorema 1: Las implicaciones 4. = 3. =
2.= 1. son directas. Probaremos 1.= 4. Supongamos que
vale 1.; entonces por el Lema 3 existe M; > 0 tal que
R(B;) € By,. Notamos que por la Observacion 1 se tiene
que |x(t,¢,0)| = 1§l1x(8,§/1¢], 0)] < My [¢] para todo

&£ eR" \ {0} ytodo o € §*. Como §* tiene la propiedad P,

de la Observacion 2 se sigue que |x(t,&,0)| = |x(t —

to, x(to, &,0),0%0)| < M, |x(to, &, 0)| para todo t = t,. Por
otra parte, por el Lema 2 existe T > 0 tal que para todo &

€ By ytodoo € §*, existe 0 < ¢ty < T tal que |x(t;, ¢ 0')| <
1/(2M,). Seat; = IT VI € N,. Entonces vale lo siguiente:
(a) Paratodo ¢ € R"ytodo o € §*, |x(t,¢,0)| < %IEI para
todo t =t ytodo k € Nj.

1. Para ¢ =0, dado que x(t,0,0) = O paratodot = 0, (a)
vale trivialmente.

2.Sea ¢ € R™ \ {0}. En este caso probamos (a) por
induccion en k € Nj,.

Caso k = 0. Como |x(¢,§,0)| = []|x(t,§/1€], 0)| < My €]
para todo t = 0, (a) se cumple en este caso.

Paso inductivo. Supongamos que (a) vale para k €

N,. Entonces |x(t, &, 0)| < % |é| paratodot = t;. Sean

$ie = x(t,, §,0) y 2 = & /1§ (por la condicion de
Lipschitz, x(t,&,0) # 0 paratodo t = 0 porque &, # 0).

Notar que || < %IEI. Por lo tanto x(t,é,0) =
€| x(t, 2, 0) = [&k| x(t — ty, 2, 0% ) paratodo t = t.
Dado que |z,| = 1, existe 0 < t* < T tal que

1
|x(t*’zk,o'tk)| < 2_1\/11 .

1 1
t —
Consecuentemente, |X(t, Zg, 0 k)l < 2 M, Ml =3 para todo

t > T. Luego, para todo t > tj, 4 tenemos

M
|x(tl gl O-)l = |€k| |x(t - tklzkl O-tk)l < Zkﬁ |§|;

y (a) vale para k + 1.

Sean ahorat > 0, € R" and 0 € §*, y sea t; tal que

t € [ty,txs1]. De(a)sesigue quesia =1In(2)/Tyc =

2 M,, entonces

x(6,8,0)| < ZF 1€ = M;|§leat =

M, |&|e®T e~ *tk+1 =2 M;|€|e~%k+1 < c|é|e™*t. Q.E.D.

IV. PROPIEDADES DE ESTABILIDAD ROBUSTA

En lo que sigue, probaremos que la estabilidad de un sistema
conmutado homogéneo es robusta frente a perturbaciones
aditivas. Para hacerlo consideramos el sistema conmutado
perturbado

x= f(x,0) +u 4)

donde u: [0, 00) - R™ es una perturbacion medible Lebesgue
y localmente esencialmente acotaday f: R™ X ' - R" es
globalmente Lipschitz en el primer argumento uniformemente
respecto del segundo 'y f(0,y) = 0 paratodoy €T.

Para acotar los estados de (4) en términos del estado inicial y
la perturbacion u introducimos las normas:



Para p =1y T >0, [l u llpr= SUpeso (ft“T [u(s)[P ds) M
También consideramos || u ll,= ess.sup.{|u(z)|: T > 0}.

Admitimos la posibilidad de que alguna de ellas sea infinita.

Observacion 4: Vale lo siguiente:
1. Dados dos niimeros positivos Ty T', existe
k=kKk(T,T')talque ll ullyr<Fk Il ully.
Por ende, si |l u Il r es finitaparaun T > 0,
Il wlly 7 es finita para todo T" > 0.

2. Teniendo en cuenta que parap > 1,T >0y t > 0,

Y
[ ue)lds < 74 (f7 ju(s)[P ds) "7, donde q

satisface 1/p + 1/q = 1, resulta que [l u I, 7<
TV | ull, .

3. Dadoquepara T>0y t=>0, ftHTlu(s)l ds
< T(esssup{Ju(@)|:t<T<t+T}H <T Il U llw, SE
sigueque Ul 7<T Il U llo.

4. Siparat = 0, u; eslafuncion u.(s) = u(s), para
0<s<tyu(s) =0sis>t,entonces || u; ll,res
finita para todo p = 1y todo T > 0. Ademas, las
desigualdades en 1., 2. y 3. siguen valiendo con u, en
lugar de u.

Para estudiar la estabilidad de (4) consideramos el sistema
mas general

x = f(x,u0) (5)
con fiR"XR™XT - R"y f(0,0,y) = 0 paratodo y €T.
Probaremos lo siguiente:

Teorema 2: Supongamos que f en (5) es globalmente
Lipschitz en los dos primeros argumentos, uniformemente
con respecto al tercero. También supongamos que

x= f(x,0,0) (6)

es exponencialmente estable r.d. una familia §* de sefales de
conmutacion que es invariante por translaciones de tiempos
positivos. Sean T > 0y p = 1 o p = oo. Entonces existen
constantes positivas ¢*, a* y u* tales que para toda
perturbacion u: [0, 0) - R™, toda o € §*y todo & € R", si
x(t,&,0,u) es launica solucion de (5) tal que x(0,¢,0,u) =
¢, entonces

(6, € 0,w] < ClEle™E + w N lypr, VE=0,  (7)

donde Il uy llo 77 =1l U lloo.

Demostracion: Por causalidad, podemos suponer que las
perturbaciones u son tales que || u I, 7+ es finita, y en
consecuencia || u Il; -+ también es finita.

En lo siguiente x(, £, o) denota la solucion del sistema no
perturbado (6) correspondiente a ¢ € S*tal que x(0,¢,0) =
& € R™. Como (6) es exponencialmente estable r.d. $* existe
c>0ya > 0tales que

|x(t,&,0)| <cléle™* vVt >0, ER", 0 ES*.

SeaT > 0 tal que ce T = 1/2 yseau = Le*T, donde L es
una constante de Lispchitz global para f. Entonce para todo
& € R" y toda perturbacion u, si x(t) = x(¢t,¢,0,u), lo
siguiente vale para todo k € N,

Llx(te +OIsS 1€l (e X525 27 + 1) lug llyp, VEE
[0, 7).

2. |x(tk+1)|32kc+1 €1+ u llup I, Z?:o 277,

donde t, = kT Vk € N, y, por convencion, Z]T:lo a; = 0.

Probaremos la afirmacion por induccion en k € Nj,.

Caso k = 0. Seaz(t) = x(t,&,0), luego, como

x(t) = & +f f(x(s),u(s),o(s))ds vt=0, y
0

z(t) = &+ th(z(s), 0,0(s)) ds Vt=0,
0

tenemos que paratodo 0 <t < T

() — 2(0)] < j 1 Ge(s), u(s), a(s)) — £ (2(s), 0, a(s))] ds
0
< j (LIx(s) — 2(s)] + Llug(s)]) ds
0
< f LIx(s) —z(s)|ds + L Il ug llyr.
0

Aplicando el Lema de Gronwall obtenemos
lx(®) —z(O < Ll ug ll7 €, Vt € [0,T]

y, usando que [x(t)| < |z(t)| + |x(t) — z(t)], la estabilidad
exponencial del sistema no perturbado y las definiciones de T
y U, tenemos que para todo t € [0, T)

lx(@)| < cléle™™ +pllug lyr< clél +p llug lly 7,

1
y (D) < e+l Ny

Por lo tanto 1. y 2. de la afirmacién valen para k = 0.
Paso inductivo. Sea k € N tal que 1.y 2. valen para k — 1.
Sea x; (t) = x(t, + t,&,0,u). Entonces x; (t) =



x(t, x(ty), otk uk) para todo t > 0, donde u* = u(- +t;).
Notamos que u (+) = upy, (-). Sea 2, (t) = x(t, x(ty), 0'%).
Dado que §* es invariante por translaciones o' € §*. Con
los mismos pasos que en el caso k = 0, pero con

Xk, Zie, 0%k, uk y x(t,) en lugar de, respectivamente, x,z,0,u
y &, obtenemos para todo t € [0, T):

L (O] < clx(@)le™ + p il uf < clx (O +p ll uf llyr

1
y (D] < 5 Ix @+ I uf lly .
Teniendo en cuenta que
1 _ i
|x(kT)| < 2—k|f| +ulluellyr Z?:(}Z 'y que ll uf llyr<

Il u; Il;,r,0btenemos para todo t € [0,T)

@I T 181 u(c T3 27 + 1) Nl y

k
1 .
|x(tk+1)|52kﬁ €]+ u Nur llyr z 27
j=0

Por lo tanto 1. y 2. De la afirmacion valen para k.

Como paratodo k = 0,X%_, 27/ < Y5227/ = 2,
considerando 1. de la afirmacién y razonando como en la
demostracion del Teorema 1, se sigue que

XD < c’1€le @t + ol u, 1,7 vt 20,

conc*=2ca* =In(2)/Ty = (2c+ 1)u. Teniendo en
cuenta 1., 2.y 3. de la Observacion 4, la tesis del teorema se
cumple con p* = k(T,T)ji si p =1, u* = TV (T, T")ji si
p>1yu* =Tk(T, T)i cuando p = . Q.E.D.

Observacion 5: Si pensamos a u en (5) como una entrada al
sistema, el Teorema 2 muestra que (5) es tanto ISS como iISS,
cuando el sistema no perturbado (6) es globalmente Lipschitz
y exponencialmente estable. En [17] este resultado (solo para
ISS) se prueba para sistemas no conmutados usando un
teorema inverso de Lyapunov y las caracterizaciones de ISS.
Esa demostracion no puede adaptarse a nuestro caso porque
no existe un teorema inverso de Lyapunov como el usado en
[17], excepto para el caso de sefiales de conmutacion
arbitrarias (ver [18]).

Corolario 1: Supongamos que (1) es un sistema conmutado
homogéneo y que S* es una familia de sefiales de
conmutacion que satisface P . Entonces, si (1) tiene alguna de
las propiedades de estabilidad enunciadas en el Teorema 1, las
conclusiones de Teorema 2 son validas para el sistema
perturbado (4).

Demostracion: Por el Teorema 1, (1) es exponencialmente
estable r.d. §*. Como cualquier sistema conmutado
homogéneo localmente Lipschitz es globalmente Lipschitz y

S§* es invariante por translaciones por tener la propiedad P, el
corolario es consecuencia del Teorema 2. Q.E.D.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos mostrado que para sistemas conmutados
homogéneos con sefiales de conmutacion en una clase que
satisface cierta propiedad denominada P , las propiedades de
atractividad débil, de atractividad, de estabilidad global
asintdtica y de estabilidad global exponencial son
equivalentes. Luego, hemos aplicado esta equivalencia para
probar que estas propiedades de estabilidad son robustas en el
siguiente sentido: si se aplica al sistema una perturbacion
aditiva, entonces los estados convergen exponencialmente
hacia una bola cuyo radio depende de las integrales de la
perturbaciéon en intervalos de longitud finita. En particular se
obtiene la estabilidad ISS y la iISS del sistema cuando las
perturbaciones son vistas como entradas.
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